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Ceva’s Stelling
Jan Guichelsar

Dit artikel verscheen reeds in het januarinummer van 2014 van Pythagoras, Nederlands wis-
kundetijdschrift voor jongeren.

De stelling van Ceva geeft cen prachtig criterium wanneer drie lijnen vanuit de drie hoek-
punten van een drichock elkaar snijden in één punt. Uit de stelling kunnen heel veel
standaardeigenschappen van de drichoek worden afgeleid, zoals bijvoorbeeld het feit dat
de hoogtelijnen van cen drichock clkaar in één punt snijden. Het is leuk om te proberen
2elf een gevolg van deze stelling te bedenken.

Giovanni Ceva (1647 - 1734) was cen Italiaans wiskundige en waterbouwkundjge, professor in
Mantua. Zijn belangrijkste werk, uit 1678, is De lineis rectis (Latijn voor Over rechte lijnen).
In 1711 publiceerde hij De re nummaria (Over geldzaken), cen van de eerste werken over
wiskundige economie,

De volgende stelling is naar Ceva vemoemd ; hij publiceerde de stelling in zijn boek uit 1678.
Het gaat om een herontdekking, want al in de elfde ecuw werd de stelling bewezen door de
Arabische wiskundige Yusuf ibn Ahmad al-Mu'taman ibn Hud. En wie weet kenden de Oude
Grieken de stelling ook al.

Stelling van Ceva
Beschoww drichoek ABC in figuwur 1. Kies willekeurig een punt S binnen de driechoek
Trek vamuit A, B en C de lijnstukken AP, BQ en CR die aile door S gaan. De pun-
ten P, Q en R verdelen de zijden van de driehoek in de stukken a , b, c. d, e en [,
en er gelde :

axcxe _,
bxdx f

Het omgekeerde geldt ook : als de gelijk-
heid geldt, dan gaan AP, BQ en CR
door é&én punt.
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Het bewijs

Zie figuur 2,

Trek door C een
lijn evenwijdiz aan
AB.

Verlkeng AP en
BO tot zi) de lijn
door C snijden in
UenV.
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Er gelden de voigende gelijkvormigheden (vanwege de evenwijdigheid van AB en UV zijn
de boeken van elk tweetal drichocken gelijk) -

« AUCP~AABP,
« AVCQO~ABAQ,
o AUCS~AARS,

« AVCS ~ABRS,

bxdx f

Bekijk figuur 3 voor het bewijs van de omkering.
Stel dat CR' niet door bet snijpunt § van AP
en BQ gaat en stel dat

axcxe'
bxdx f*

Dan volgt vit de stelling van Ceva met CR door
S en de zojuist opgeschreven gelijkbeid bhet vol-

gende

e e 8 o).
bd f m

e+f n
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Met ¢+ f=¢'+ [ hebben wedan e=¢' en f = f', waanuit voigt dat R' samenvalt met
R endus CR' wéldoor S gast,

Deze tegenspraak leidt tot de conclusie dat onze veronderstelling onjuist was en dat CR" dus
wel degelijk door § gaat

Veel drichockeigenschappen kunnen met Ceva makkelijk worden bewezen.

In de kadertjes zic je ccn aantal voorbeelden.

Een deellijn (of bissectrice) deelt een hoek middendoor.
Voor de decllijnen in een drichoek geidt :

axgxe

bxdx f

' l - - » l ..
sin—- A4 2 sin-8 . smi(
E )

b 2
sin ! A b sinlﬁ sin-'—f‘
2 2 2

e+ f sin(180°~P) a+b sin(180°- Q) c +d sin(180° - R) 2
“sinP  c+d sinQ e+f sinR a+b Z

We hebben hier gebruik gemaakt
van de el
a ¢

sina .sinﬂ=sln7
en van de cigenschap dat

sind = sin(180° - &).
We kunnen nu concluderen dat de
dric deellijnen door één punt gaan.
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Zwaartelijnen

De rwaartelijnen in een driehoek gaan door één punt.
Omdat de zwaartelijnen de overstaande zijden middendoor delen (per definitie),
geldt a=b, cnd ene= f. Dus

axcxe axcxe C

- — =], »

Sxdns . excha s
Uit de omgekeerde stelling van Ce- .
va volgt dan dat de drie zwaar- o g P
telijnen van cen drichoek door één v
d a
punt gaan

Hoogtelijnen

De hoogtelijnen in een drichoek staan (per definitie) loodrecht op de overstaande
zijden. Deze lijnen gaan door één punt,

Er geldt namelijk
- 003:‘-_-:. :-._‘,_._
c+d e+f
. cosB=—t =L
e+f a+b
- C()sé: g :__b——
a+b c+d
Hieruit volgt dat C
d!CAe_l c‘-
bxdxf- " Q," "‘bP
en dus gsan de dne hoogtelijnen '
door één punt. d S a
A e R. 7 8




Toegift
We kunnen ¢en sardig extra stellinkje afieiden, waarvan ik de naam niet ken.

Er geldt in de driehock in figuur 2
g O v

— . —

¥ a d

Om dit 1e bewijzen, gebruiken we opnicuw de volgende evenredigheden :
" b n ¢

=— N - (*)

e+ f a e+ f d

Wegens gelijkvormige driehoeken geldt :

! men

" r¢f'
Samen met (%) volgt mu :
h‘('co/tl cles /)
f men a . d b ¢

- - - - P =

u e+f e/ a d

Je kunt natuurlijk nog twee gelijkbeden opschrijven voor de twee andere lijnstuk-
ken door S, Dut z3jn

p.e o Lt L.
g .c: J s b ¢

Hiermee leren we ook enkele etgen-

schappen van de verdeling van de

lijmstukken door § kennen

. )/
Ecn mooie driehoek waarin alle lin- ‘\ SIANY
stukken gehele getallen zigm, zie jo ‘ '
hiernaast.

Jan Guichelasr <jan® pythagoras nu>
Pedro de Medinalaan 162
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