DE WONDERBARE KOORDE opgelost

Een koorde [AB] snijdt een middellijn van een cirkel met straal r in een punt P onder een
hoek van 45°.

Te bewijzen: |PAJ2 + |PBJ2 = 2r2 (of met de notaties op de figuur: a2 + b2 = 2r2)
BEWIJS 1.

a=|PAlenb =|PB|.
r = de straal van de cirkel.

Laat uit met middelpunt O van de cirkel
de loodlijn neer op de koorde AB. M is

het voetpunt van deze loodlijn.
Stel x = |[PM|, dan is ook |[OM| = x. A
Stel y = |BM|, dan is ook |AM| = y.

@+b2= (y—x)2+(y+x)?
=2(y2+x2). (1) A

Pas tenslotte in A OMB de stelling van
Pythagoras toe: x2 + y2 =r2. (2)

Uit (1) en (2) volgt dat a2 + b2 = 2r2,
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BEWIJS 2.
a=|PAlenb =|PB|.
r = de straal van de cirkel.

A’ is het spiegelbeeld van A t.o.v. de
gegeven middellijn. Dan is |A’P| = a.

Stel ¢ = |A'B|.

A APO is een rechthoekige driehoek en
bijgevolg is (Pythagoras) c2 =a? + b2 (3)

A OA’B is een rechthoekige driehoek en
bijgevolg is (Pythagoras) 2 = r2 + r2, (4)

Uit (3) en (4) volgt dat a2 + b2 = 2r2,

BEWIJS 3 (analytisch)

Kies de x-as op de gegeven middellijn en het middelpunt O van de cirkel als oorsprong van
het assenstelsel en P = (p,0).

De rechte AB heeft dan als vergelijking: y = x — p en de cirkel met middelpunt O en straal r
heeft als vergelijking x2 + y2=r2,

Via substitutie vinden we hieruit de vergelijking op de abscissen van de snijpunten A en B:
X2 —2px + p2—r2=0. DE oplossingen zijn de x-codrdinaten x; en X, van A en B en via

y = X — p vindt men hiermee ook de y-codrdinaten y; en y, van A en B.

Danis a2 + b2 = (x; — p)2 + y12 + (X2 — p)? + y2° en dit blijkt gelijk te zijn aan 2r2. We laten het
rekenwerk graag over aan de lezer...

y

Opmerking. Als men inziet dat a2 + b2 een
veeltermfunctie f van de graad < 2 is in p, dan

is het feit dat f(-r) = f(0) = f(r) = 2r2 voldoende B
om te besluiten dat f een constante functie moet
zijn.
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