Het probleem van Fagnano opgelost in drie stappen
Teken in een scherphoekige driehoek ABC de ingeschreven driehoek DEF met de kleinst mogelijke omtrek.
Stap 1.

We vertrekken van een willekeurige ingeschreven driehoek DEF in driehoek ABC. We spiegelen D t.o.v. de zijden [AB] (spiegelbeeld S) en [AC] (spiegelbeeld T). Dan is de lengte van de gebroken lijn SFET gelijk aan de omtrek van driehoek DEF. De lengte van de gebroken lijn SFET is dan minimaal als de punten S, F, E en T op één rechte lijn liggen.
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Van alle ingeschreven driehoeken DEF met D op [BC] heeft de driehoek met E en F op rechte ST de kleinste omtrek. We moeten dus het punt D bepalen waarvoor het lijnstuk [ST] een zo klein mogelijke lengte heeft.

Stap 2.

We tekenen een ingeschreven driehoek DEF met E en F op de rechte ST. Daarvoor kiezen we een willekeurig punt D op [BC]. We spiegelen D t.o.v. de zijden [AB] (spiegelbeeld S) en [AC] (spiegelbeeld T). De snijpunten  van ST met de zijden [AC] en [AB] leveren dan de punten E en F op. 
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Merk op dat (wegens het spiegelen) [image: image3.png]SAB = BAD



  en [image: image5.png]CAT




.  Bovendien is |AS|=[image: image7.png]|AD|



 en ook |AT|=[image: image9.png]|AD|



. Bijgevolg is driehoek SAT een gelijkbenige driehoek waarvan de tophoek een vaste grootte heeft, nl. [image: image11.png]SAT = 2.BAC



.
Aangezien het lijnstuk [ST] de basis is van een gelijkbenige driehoek met een vaste tophoek, zal deze basis zo klein mogelijk zijn als de lengte van de benen [AS] en [AT] zo klein mogelijk is. We moeten dus het punt D op [BC] zoeken waarvoor de lengte van de benen [AS] en [AT] zo klein mogelijk is. Zoals we eerder opmerkten, hebben deze benen dezelfde lengte als [AD]. We moeten dus D op [BC] kiezen zodat de lengte [image: image13.png]|AD|



 zo klein mogelijk is. Bijgevolg moet D het voetpunt zijn van de loodlijn uit A op [BC], m.a.w. AD is de hoogtelijn uit A op [BC].
Stap 3.

In plaats van eerst het punt D te kiezen op [BC], hadden we even goed kunnen beginnen met E te kiezen op [AC] of met F te kiezen op [AB]. We zouden dan op dezelfde manier gevonden hebben dat DE de hoogtelijn is uit B op [AC] en dat DF de hoogtelijn is uit C op [AB]. 

Besluit: in een scherphoekige driehoek ABC vormen de voetpunten van de hoogtelijnen de hoekpunten van de ingeschreven driehoek met de kleinste omtrek. Deze driehoek noemt men de orthocentrische driehoek van driehoek ABC.
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Deze oplossing werd gevonden door de Hongaarse wiskundige Leopold Fejér (1880-1959).

