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Constanten

mt=23,141592 653 589 793 238 462 643 383 279 502 884 197 2..
e=2,718 281 828 459 045 235 360 287 471 352 662 497 757 247...
¢ = 1,618 033 988 749 8.. ; gulden snede

log e = 0,434 294 481 903 2..

In 10 = 2,302 585 092 994 0..

v=0,577 215 664 901 5.. ; constante van EULER

2
% = 1,664 934 066... ; som van de hyperharmonische reeks

1 rad = (l) = 57.295779..°=57° 17’ 44.8..”
130

1 jaar = 365,2422 dagen

N=1{0,1,2,3,4..} ; de verzameling van de natuurlijke getallen

1= {0,1,-1,2,-2,3,-3,4, -4 ...} ; de verzameling van de gehele getallen
g g g
Q= {% sa€l;be N, } ; de verzameling van de rationale getallen

R = de verzameling van de reéle getallen
C= {a +bi; a€R, bR, met i = —1} ; de verzameling van de complexe getallen

(men gebruikt ook j in plaats van i.)
Algebraische getallen: alle mogelijke reéle nulpunten van veeltermen met gehele
coefficiénten

Transcendente getallen: niet-algebraische reéle getallen

n, e, sin 1, ... zijn transcendent; -\E , =3 + f\ﬁ zijn algebraisch

Dit vademecum werd geschreven volgens NBN X 02-111,

Belgische norm in overeenstemming met ISO 31.
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1. Vlakke meetkunde

Oppervlakte rechthoek : A= [-b

Oppervlakte driehoek : A = bTh
h
—
b
b
4>
B+b
Oppervlakte trapezium : A = hl -h
h
-
< >
B
b

Oppervlakte parallellogram: A=b-h

Omtrek cirkel: [=2-7-r
Oppervlakte cirkel: A= - r2

—P
h
_I
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2. Ruimtemeetkunde

V< KH Kempen dep. [IBT Vademecum Wiskunde

Oppervlakte bol: A=4-m- 1’

4
Volume bol: V = 3 nr

Bolkap: deel van boloppervlak, dat aan één kant van een (plat) snijvlak ligt.
Bolsegment: deel van het bolvolume, begrensd door een bolkap en het
grondvlak ervan. (of: deel van bolvolume, gelegen aan één kant van een
snijvlak)

Oppervlakte bolkap: A=2-m-r-h

1
Volume bolsegment: V = § R h2 -(3-r-h)

Bolgordel of bolzone: deel van boloppervlak, gelegen tussen twee
evenwijdige snijvlakken..

Bolschijf: deel van het bolvolume, begrensd door een bolzone en het
grond- en het bovenvlak ervan.

Oppervlakte bolzone: A=2-m-r-h

Volume bolschijf: V = -[r12 . 5+ ry—t —

Bolsector: deel van bolvolume, begrensd door een bolkap en de
kegel met als top het middelpunt van de bol, en waarvan het
grondvak samenvalt met het grondvlak van de bolkap.

2
Inhoud bolsector: V = g T r2 -h
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Bolschil: deel van bolvolume, gelegen binnen de bol maar buiten
een kegel, waarvan de as door het middelpunt van de bol gaat, de
top buiten de bol gelegen is, en het grondvlak de bol niet snijdt.

V Volume bolschil: V = é— nhok’

Opm.: steeds geldt: Ag: oppervlakte grondvlak, Ap oppervlakte bovenvlak

zijdelingse oppervlakte: zonder (eventueel) grondvlak of bovenvlak
manteloppervlakte: totale oppervlakte

r
Q Volume cilinder: V =Ag - h

2
=w-r -h

Manteloppervlakte: A=2-m-r-h+2-m- P

Volume balk: V =As - h

—b-lh

Manteloppervlakte: A=2-(b-l+1-h+ h-b)

-/

Volume prisma (en dus ook parallellepipedum): V = A5 h
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1
Volume piramide: V = 3 Az h

S 1
Volume afgeknotte piramide: V = 3 h- (AG +Ap + —JAG g\ B)

1
Volume kegel: V = 3 Ag - h
1
= _-TE- r2 . h
3

Apothema: a= \]rz +h

Zijdelingse oppervlakte: A, =m-r-a

Volume afgeknotte kegel: V =

-h~(AG+AB+M)

2 2
ﬂh rl +r2 +r1'r2

Q

a= -\}hz +(n - r2)2

Zijdelingse oppervlakte: Ay =7 (1 +1,) a
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3. Analytische meetkunde

Coordinatenstelsels in het vlak

Cartesische coordinaten
(xy orthonormaal assenstelsel)

AY
b . P(a,b)

1 a X

Transformatieformules:

X=r-cosa
y=r-sina

Coordinatenstelsels in de ruimte

V< KH Kempen dep. [IBT

Cartesische coordinaten

z A

Transformatieformules:

X=r-cosa
y=r-sina
7=z

Vademecum Wiskunde 6
Poolcoordinaten
T
o=—
2
P(a,r)
r
o
o= 0>
2 2
r=qx +y y
(indien x < 0: a = arctan —+ )
a = arctan — X
X
Cilindercoordinaten
z A
P(o,rc)
c
-
- y
r L
X

rr = ‘\/x2+y2
M

{0 = arctan Y (indien x < 0: o = arctan —+ 1)
X X

=X
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Bolcoordinaten Transformatieformules:
z A
P(@,0.,r)
el
. i
l y
¢ . r=4x 2 +y 2 + 22
X x=r-sinf-cos@
y=r-sinf-sing 1@ = arctan Z)
X
z=r-cosf
Z
0 = arccos
’ 2 2 2
| X" +y +z2
Opm: steeds 0 <0 <mn (indienx <0: ¢ = arctan(l) + 7T)
X

Vlakke analytische meetkunde

gegeven: A(x,y;) en B(x,,y,)

Yo—=V

X=X
vergelijking van rechte door A en met richtingscoéfficiéent m: a <>y — y; =m - (x - x;)

Vergelijking van rechte door Aen B (met x| # X): a<>y -y, = “(x—xp)

Scalair product: A B=x; - X,+ Y y»

Norm: ||A||= —\,xlz + y12

Afstand tussen 2 punten: d(A,B)= -\I(x2 - x1)2 +(, - y1)2

b xp+vey +w)
Afsatnd van een punt tot een rechte: d(A,a)= — (meta<su-x+v-y+w=0)
u +v

De richtingscoéfficiént van een rechte is de tangens van de hoek die de rechte maakt met de positieve x-as.

Kegelsneden

Cirkel:

Vergelijking cirkel: (x — x1)2 +(y- yl)2 - R’
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Ellips:
d(P,F))+d(P,F,)=2-a
Ay b brandpunten: Fj(-c,0) en F,(c,0)
b

halve grote as: a

halve kleine as: b met: a2 + b2 =c 2
2 2
) v X y
/ ¢ \a cartesische vergelijking: —-+ —-=1

i

F F, a b
o X=a-cost
parametervergelijkingen: { .
y=>b-sint

Hyperbool: s 4 o
met: a +b" =c
H(P.F)) - d(P,Fy)|=2"a
brandpunten: Fj(-c,0) en F,(c,0)
b

b
> asymptoten: y=—-xen y=——-Xx
x a a

2 2

cartesische vergelijking: x_z_ Y

7=1

Q
S

L x==aqa-cosht
parametervergelijkingen: .
y=b-sinht

Parabool

0 d(Q.a)=d(Q.F)

vergelijking richtlijn: x = _P
F 2
> p

brandpunt: F ( > O)

cartesische vergelijking: y2 =2-px

x=2-p-t2

parametervergelijkingen:
y=2-p-t
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4. Algebra

als a€ IRO ,enn en meE L, dan geldt:

n m n+m
aa =a
n\™ nm
a =da
n
a n-m
_=a
m
a

voor a€ R* ,enn& ]NO , en n even, geldt:
b=%all b"=aenb= 0
voor aER , enne N, , en n oneven, geldt:
b=Rlal b"=a

We gebruiken volgende notaties:

1
als ae R, ennE]NO noteren we: 4fa = a"

m - n_m
alsaElRB,mEZ ennE]NO noteren we: a =a“—< a)

m
als a€Ry , mEL enn €N, noteren we: " =a” =(%)

n m n+m
a a =a
n\™ nm
a =da
n
a n-m
—_—=
m

Opm: bovenstaande formules blijven gelden met reéle machten; zie verder bij exponentiéle functie.

Opgepast; deze formules gelden NIET als a < 0:

6 6 3
Zo is%=%, maar 4 (-1)2 = A1 =1, en A-1 = -1
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Machten van een som

(a—b)2 = a2 —2ab+b2
(a- b)3 = a3 - 3a2b + 3ab2 - b3
@-b)" =a' -4d’b+6a’b* - dab” +b*

(a+b)2=az+2ab+b2
(a+b)3 =a3 + 3a2b+ 3ab2 +b3
@+b) =d* +4a°b+6a’b* + 4ab> +b°

De coéfficiénten voor (a + b)n vinden we in de n-de rij van de driehoel van Pascal:

Ontbinden in factoren

a* —b” =(a+b)a-b)

cz3 —b3 = (a—b)(a2 +ab+b2)
n n n-1 n-2 n-3,2 n-2 n-1
a -b =(a-b)a +a b+a b +..+ab “+b )

cz3 +b3 =(a+b)(a2 —ab+b2)

(voor n oneven):a" +b" =(a+ b)(a"_1 —d"Cbvd" B - v ab - bn_l)

- -\/D - —-JD
b;—, X —b—,metD=b2—4ac en D=0
a

2
ax” +bx+c=alx-x;)(x-x,), met x;= 2575
a

Reststelling

f(x) is deelbaar door (x - a) als en slechts als fla) = 0.
De deling wordt uitgevoerd met het schema van Horner

f(lx) = x* + 3 x> -5 x - 30

£(2) = 0 1 3 0 -5 -30
2 2 10 20 30

dus geldt:
1 5 10 15 0

£f(x) = (x - 2)(x> + 5 x2 + 10 x + 15)
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Eerste- en tweedegraadsfuncties

y=ax+b

b
* Nulpunten: xq =—-—

a
* Grafiek:

y=ax+b,meta>0 y=ax+b,meta<0

0,b) 0,b)

gt T

y= ax’+bx+c

* Nulpunten: stel D = b* — dac

-b+ ‘\/b2 -4ac -b - '\/b2—4ac

* D >0: 2 nulpunten: x; = 5 en x, = >
a a

b
* D =0:1 dubbel nulpunt: x; = x, = —2—
a

* D < 0: geen re€le nulpunten. (voor complexe nulpunten: zie verder.)
b

* (met D = 0): som der wortels: S =x; +xy =——
a

product der wortels: p _ [T Xy = <
a

* Ontbinding in factoren: (alsD = 0, dan) ax2 +bx+c=a(x-x)(x-x,)

A A Iy
\ D<0 D=0 D>0
0,0) (O,c)\ \
0,0

X
> >

* Grafiek
a>0

'><
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a<0 A (_io) X A (’2i’0) N AY X
2a’ a
> / > 0T (—zb—ao) >
00 [ D<o Oofl p=o / D>0

* Tekenverloop

Tekenverloop rationale functie

(x -G -3%) (x> +9)
2

voorbeeld: f(x) =

X" - 5x + 6
1 2 2 3

¥ 3
X -1 - 0 + + + + + + +
5 - 3x + + + 0 - - - - -

2

W+ 9 + + + + + + + + +
x2 - 5% + 6 + + + + + 0 - 0 +
f(x) - 0 + 0 - / + / -
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Nulpunten van willekeurige derdegraadsfunctie

Vergelijking: X rax’ +bx+c=0

%-a’ . 9ab-27c-2a’

Stel: O = R
ek 0 ! 54
S=§/R+\/Q3+R2 en T = R—\/Q3+R2
1
x1=8S+T-=a
3

1 1 1
dan zijn de wortels: { x, = —5(S+ T)- ga + Ei-\B(S— T

x3 =—;—(S+ T)—%a—%iﬁ(S—T)

Als a, b en c reéel zijn, en met D = Q3 + R2 dan geldt:

als D > 0 dan is één wortel reéel en zijn de andere twee complex toegevoegd,
als D = 0 dan zijn alle wortels re€el en zijn er minstens twee gelijke wortels,

als D <0 dan zijn er drie verschillende reéle wortels.

S=x1+x,+x3=-a
P=x{"xy - x3=—

XI'X2+X2'X3+X3'X1=b

13
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Het getal e:

Volgende definities zijn gelijkwaardig:

1X
e=lim(1+—)

x— X

e=1lim (1+x)""
x—0

1 1 1 1 1
e=1+1—!+2—!+§+4—!+§+...

opm: e=2,718

Exponentiéle functie

voor a € ]R(;r \{1} . exp,:R %Rg:x —>a

Rekenregels (met x,y € R)

p* (metO<b<1) A7V

a’ (meta>1)

Vademecum Wiskunde

"

14
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Logaritmische functie

voor a€ Ry \{1} : log,:Ry — R:x —1log, x

voor a€ Ry {1}, x € R, geldt: y=log, x<=>x=a’

Men noteert logx voor log;, x ,en Inx voor log, x

Vademecum Wiskunde

Opm.: Men gebruikt ook alogx

rekenregels
x=q"%" log,(x-y)=log,x+log, y
log,a =x loga£=logax—logay
y
1
log, x = P8a % log,x" = nlog, x
log,b
1 1
log, a = loga’(/;=—logax
log,b n

log,x (meta>0)

=

log(a + b) = (log a)(log b)
gelden alleen
log(a - b) = log a
log'b van (slecht
(log a)’ =n log a

log, x (met b <0)

geinspireerde)

in de verbeelding

studenten

15
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5. Determinanten

* Een determinant verandert niet van waarde, indien men hem spiegelt t.o.v. de hoofddiagonaal.

* Wanneer men twee rijen (of twee kolommen) van plaats verwisselt, verandert de determinant van teken.

* Wanneer men alle elementen van één kolom (of van één rij) met eenzelfde getal vermenigvuldigt, dan wordt de
determinant met dat getal vermenigvuldigd.

* Een determinant waarvan de overeenkomstige elementen van twee kolommen (of van twee rijen) evenredig
zijn, is gelijk aan nul.

* Een determinant verandert niet van waarde, indien men bij de elementen van een rij (of kolom) een veelvoud
van de overeenkomstige elementen van een andere rij (of kolom) optelt.

* Minor: M;;: de nieuwe determinant die men bekomt door de i-de rij en de j-de kolom te schrappen.

* Cofactor: Aij = (—1)i+j M;;

|‘111|=‘111

i a a
11 12 _ Sch b keninge: 1 12
=dj1ayy —ar 14y cheéma voor berekening:

_ Vlz
dr1 dx 21 2 an

ain di2 413

(dr1  dpp dp3|=0a110ppa33 + A1pd)3d3 + A13dy A3y — A31dpdj3 — A1 1A30)r3 — dp1A12a33

31 dzp dsj

a1 A 11
* Berekening volgens regel van Sarrus: [d;; ar - I
31 a3 1

* Algemene berekening: ontwikkeling volgens een rij (of volgens een kolom):
n n

W= Dagd; = DAy

=1 i=1

1 5 -1 -5
. e —2 -6 1 -1 -5 1 -1 -5 1 -1 -5
. 7=5uf*2 —3 -7|+6(-17"B -3 -7|+0(-1)>"?R -2 -6|l+8-1)*"*p -2 -6
~4 -8 ~4 -8 ~4 -8 -3 -7

8 -4 -8

verdere berekening:sarrus of verder ontwikkelen naar een rij of kolom.
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6. Goniometrie
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Meetkundige voorstelling van goniometrische getallen

cos a 1

Afspraken voor notaties:

. 2 .2
* (smoc) noteren we als: sin” o

* gin(2cr) noteren we als: sin2o

Goniometrische cirkel: middelpunt (0,0); straal 1,
hoeken gemeten vanaf pos. x-as in tegenwijzerzin.
L II, III, IV: 1-ste, 2-de, 3-de en 4-de kwadrant.
sino: 2-de coordinaat van beeldpunt op gon. cirkel.

cosa: 1-ste coordinaat van beeldpunt op gon. cirkel.

sino .
tana = (andere afkorting: tgor)
cosa
seca =
cosa
coseca = — (ook: csc @)
sino
1 cosa
cota = = — (ook: cotan o, ctg a of cotgar)
tana sina

* (sina)(cos B) noteren we als: sinacos 3 (en dit verschilt van sin(a cos f8) )

* en natuurlijk verschilt sin(2 + o) van sin2 + .

Goniometrische functies

sin: R — [-1,1]: x> sinx

N\ )i

/_\Sinx
>

- 1

(
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cos:R — [-1,1]:xm cosx

< NS N

tan: R \{g+kﬂ:;k€Z}—>]R X > tan x

tan x
y
11
1
Cyclometrische functies
) T ) . ) n kY arcsinx
arcsin-11] — |- >3 > arcsinx met sin(arcsinx)=x 5 /
) . I T 1 / ' sinx

dus: y =arcsinx <=>siny=x A -5syss

Men gebruikt ook bgsin x
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1 y arccos:[—l,l] — [O,n]: X > arccos x met cos(arccosx) = x
arccos x dus: y =arccosx<=>cosy=x A O=sy=sm
Men gebruikt ook bgcos x
T
2
1
4
2 X
T -
Cos X

T T
arctan:R — }—5,5[: X > arctanx met tan(arctanx) = x

T T
dus: y =arctanx<=>tanx=y A _5<y<5

Andere notaties: arctgx, bgtanx, bgtgx.

I &

| a

il arctan x

(ST

- ¥

tan x
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A
basisformules
.2 2 2 2 1 2 2 1
sina+cos a=1 l+tan " a=sec” a = 5 1+ cot”a=cosec a= 5
cos” a sin”
formules voor verwante hoeken (met k€ 7))
sin(a + 2km) = sina sin(—a) = —sina sin(;t — ) = sina
cos(a + 2km) = cosa cos(—-a) = cosa cos(mt—a) =-cosa
tan(a + ki) =tana tan(—-a) = —tano tan(t — a) = —tana
) ) (T (T
sin(w+ o) = —sina 51“(5_ a) =CosQ sm(5+ a) =Cos
T . T )
cos(w+a)=-cosa cos(—— a) =sina cos(5+ oc) =—sina
tan(w + o) = tana tan(—— (x) =cota tan(;+ a) =—cota
Bijzondere waarden en tekenverloop
a o222 |2 a 0 "l | | |2 w2«
6 4 3 2 2 2
sina | 0 l £ £ 1 sina 0 1 + 0 - -1 - 0
2 2 2
3 1
cosa| 1 £ £ — 0 cosa 1 0 - -1 - 0 + 1
2 2 2
NE)
tana | 0 =N 1 [ / tana 0 / - 10 + / - 0

Som- en verschilformules

sin(a + f) = sina cos 8 + cosa sin 3
cos(a + ) =cosa cosf3 —sinasinf

tano + tan
tan(c + p) = 2no+tanf
1-tana tanf

tan(ax — ) =

sin(a — ) =sinacos ff —cosa sin

cos(a — ) =cosacosf + sinasinf

tano — tan 3

1+ tano tanf
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Simpson
sinp+sinq=25inp+qcosp—q
SinP—Sinq=ZCosp+qsinp_q
cosp+cosq=2czosp+qcosp—q
p+tq . pP—9q

Cosp—cosq=-2sin sin

Formules voor de dubbele hoek

sin2o = 2sin o.cos o

2tano
tan2o0 =

l—tanza

Formules voor de halve hoek

o 1-cosa o 1+cosa
sin—=+,[—— COS —= =+ o [————
2 2 2 2

Tangensformules
2
2tan & 1-tan ¢
sino = 2a cosa = é
1+tan2_ 1+tan2_
2 2

Vademecum Wiskunde

sinacosf3 = ;—[sin(a + /5) + sin(a ‘/3)]
cosasinf = %[sin(a +B) - sin(c - /3)]
cosa cosfB = %[COS(OC +B) +cos(a - /3)]

sinasinb’=lcosa+ﬂ —cosla-p
eos(e+ ) - cosa- )]

2 .2
cos2a=cos a-sin o

=20052a -1

=1—2sin2a

a 1-cosa
tan —= =, [———
2 \ll+cosa

2tan @
2

tana = "
1- tan2 —
2

Oplossen van goniometrische basisvergelijkingen

o+ 2km
(metk € 7)

sinx=sina@ = x =
T—-o+2kn

tanx =tanot = x= o+ kn  (metk € 7))

COSX=COSO£=>X={

o+ 2km
(metk € 1)
-0+ 2km

21
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/. Hyperbolische functies

' .
Hyperbolische sinus of sinus hyperbolicus Y sinh x

X -X
) ) e —-e
sinh: R = R : x> sinhx=

(Andere afkorting: sh x)

cosh x

Hyperbolische cosinus of cosinushyperbolicus

X -X
€ +¢

cosh: R — [1,+ [ :x > coshx =

(Andere afkorting: ch x)

V><
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sinh x

tanhx: R — ]— 1,1[ : X > tanhx = hyperbolische tangens of tangenshyperbolicus

coshx

y 1

(andere afkorting: th x)

1
tanh x
1 X
t -
v & . :
hyperbolische cotangens of cotangenshyperbolicus
| coth x
coshx
cothx: R = R \]-L1[ : x > cothx = =
sinh x
| (andere afkorting: cth x of ook cotanh x)
1: -
X
formules
coshx +sinhx=e” sinh(x + y) = sinhxcosh y + cosh xsinh y sinh2x = 2sinh x cosh x
coshx —sinhx =¢ " cosh(x + y)=coshxcoshy +sinhxsinhy  cosh2x= cosh” x + sinh” x
cosh® x —sinh*x =1 cosh2x +1=2cosh” x cosh2x —1 = 2sinh” x
(coshx +sinhx)" = coshnx + sinh nx (coshx —sinhx)" = cosh nx —sinh nx
sinhx + sinhy = 2sinh Y cosh ; Y sinhx —sinhy = 2cosh Y sinh 22
cosh x + coshy =2cosh Xy cosh al ; Y coshx —coshy =2sinh al ; 4 sinh )
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Inverse functies
arsinh: R — R : x> arsinh x = lr(x R argumentsinushyperbolicus

Men noteert ook: argsinhx , argsh x en arsh x.

4y

sinh x

arsinh x

¥

arcosh: [1,+ [ — R™:x > arcosh x = ln(x + \/xz -1 l argumentcosinushyperbolicus

Men noteert ook: argcoshx , argch xen arch x .

y ‘. cosh x

arcosh x

24
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F y argumenttangenshyperbolicus

1+ x

artanh : ]-11[ — R:x > artanhx =In -
—-x

Men noteert ook: argtanh x , argth x en arth x

tanh x
! -
X
_-—F"'""
artanh x
v &

argumentcotangenshyperbolicus

1
arcoth: R\ ]-11] — R:x  arcothx =In al +1 arcoth x

x —

Men noteert ook: argcoth x , argcth x en arcth x

1 \L coth x

¥

N
ﬂ\-\
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8. Complexe getallen

AF1=i (men gebruikt ook j als imaginaire eenheid)
metz=a+bi: Re(z)=a (reéle deel)
Im(z) = b (imaginaire deel) dus z=Re(z) +1Im(z)

| a+ bi| —Vd +b (modulus)
b

a=arg(z)<=>-n<a<m A tan(a)=— ((hoofdwaarde van) argument)
a

(alle argumenten: o +2knmetk € 7

z=|z|(cosa+i-sina)  (goniometrische vorm)

k o ki .
e (cosa+i-sina)=e "' (definitie van Euler)

ln|z|+i-a ira
Z=¢€ = | z|- e (exponentiéle vorm)
z=a-bi (complex toegevoegde)

2" =4[ (cosna+i-sinna)=|z["- e (voor gehele machten)

a+2 kn

wk=!(/|7|(cosa+n2kn+i-sina+2kn)=V|7|.e_n i

n

(geeft, voor k=0, 1, ..., n -1, de n-demachtswortels uit z; -’{E =wy)

met z; =|z;|(cosa; +i-sina;) =|z1|-ei'a1 en 2 =|z,|(cosa, +i-sina,) =|z2|-em2

"3y = |Z1| |Z2|(cos(oz1 +a2)+1- Sin(al +a2) _ |Z1| |Z2|'ei'(al+a2)

2 Iil. (Cos(al —02) +i-sin(a _0‘2) _ Jil_.ei'(m—az)

o |2 ||

AiR AiR

meetkundige voorstelling

z = a+bi

L BT =2+
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iz -iz iz -iz
. e —e e +e
sing = —— COSZ = -
21 21
e —e” e“+e’
sinhz = coshz =
siniz = isinhz cosiz =coshz
sinhiz =1isinz coshiz = cosz
sin(a + bi) = sina coshb + i cos a sinhb cos( a + bi) = cosa coshb - i sin a sinhb

Inz=1Inf|+i argz  (logaritmische functie)

Lnz=Inz+2kni= ln|z| +1 (arg 7+ 2krc) (met ke Z) (inverse relatie van exponentiéle functie)

Opm: In(z;-z,)=1Inz; +Inz, +2kni vooreenk €L (metk=0als z; enz, € R)

Opm.: Complexe machten

Inu® 1
(metuenz € C): =gt =t

I
]
I
(0]

voorbeeld: i

Opm.: Complexe nulpunten van reéle tweedegraadsfunctie

2
Neem y =ax” +bx+c meta,benc ER.

Dan wordt: D = b2 —4ac.

_ —b —ia/-D
B 2a

b+ i-\/—D
— en x2
2a

Als dan D <0, dan zijn de nulpunten: x; =

27
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9. Analyse

Afgeleide in een punt
* fidomf CR = R:x - f(x)

indien lim L8280/ (@
Ax—0 Ax

bestaat in R, dan noemen we deze limiet: “de afgeleide van fin a”.

we noemen f dan “afleidbaar in a” of ook “differentieerbaar in a”.

We noteren:  f'(a), Df(a) of %(a)

of, met y = fix): y'(a), Dy(a) of %}(a).

Afgeleide functie of afgeleide

* A C R : de verzameling van de punten waar f afleidbaar is.

f'" A Cdomf - R:x — f'(x) noemen we “de afgeleide functie van f

of kortweg: “de afgeleide van f”

- df () T
We noteren:  f'(x), Df (x) of = of zelfs f', Df of =

Partiéle afgeleide in een punt
* f:domf C R* - R: (x,y) > f(x,y), met(ab)eeninwendig punt van domf:

indien lim f(a+Ax,b) - f(ab)

bestaat in R, dan noemen we deze limiet:
Ax—0 Ax

)
“de partiéle afgeleide van f naar x in het punt (a,b)” en we noteren i(a,b)

indien lim flab+Ay) - f(ab)

bestaat in R, dan noemen we deze limiet:

)
“de partiéle afgeleide van f naar y in het punt (a,b)” en we noteren ai(a,b)

Partiéle afgeleide
af af (13 See . 13
a—: A Cdomf —- R:(x,y) — a—(x, y) noemen we “de partiéle afgeleide van f naar x
X X
of

)
- A Cdomf = R:(x,y) — ai(x,y) noemen we “de partiéle afgeleide van f naar y
y y
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Totale differentiaal

9 9
df (x,y) = ai(x,y) dx + ai(x, y) dy noemen we “de totale differentiaal van
x y
9 9
korter: df = L dv+ & ay
0x dy

Afgeleide van een samengestelde functie van één veranderlijke

* f(x) = f(u(x),v(x)): f is een samengestlede functie in één veranderlijke.

Df =—=— — +
dx ou dx oJv dx

Totale differentiaal en partiéle afgeleiden van een samengestelde functie van twee veranderlijken

* f(x,y) = f(u(x,y),v(x,y)): f is een samengestlede functie van twee veranderlijken.

9 9 9 9
=T+ L ey e e s
ou v 0x ay

d d
en dv=—vdx+—vdy
0x dy

of _f au of v

Jdx Jdu Jdx OJv 5

of _of ou of v

dy Jdu dy ;5
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Rekenregels voor afgeleiden en differentialen (« €R)

D(f +g) =Df +Dg

D(fg) = fDg + gDf D(af) = aDf
Df" =nf"'Df Dx
pd_ M

8 8

Dsinx =cosx

1

COoS X

2
Dtanx =sec” x =

sin x

Dsecx=secxtanx =
cos” x

Dsinhx = cosh x

Dtanhx =

cosh™ x

. 1
Darcsinx =
2
1-x

Darctanx =

1+ x

1

2
x +1

D arsinh x =

D artanh x =

1—x2

Dlog, x =

xlna

X X
Da” =a Ina

D(fgh)= fgDh+ fhDg+ ghDf

1

Dcosx = -sinx

1

.2
sSin X

2
Dcotx =-cosec x =-—

COS X

Dcosecx = —cosec xcotx = -
sin” x

Dcoshx =sinhx

Dcothx = -
sinh” x
1
Darccosx = -
2
1-x
1
D arccot x = - 5
1+ x
1
D arcosh x =
2
x -1
D arcoth x = 5
1-x
Dlnx=—
X
X X
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als z= %, dan:

dz

* Dz =
af

0z -1
Df +3;Dg =4/ Df + f¥(n f)Dg
1 1
* Inz=gIn f, dus: =Dz =g?Df+ (In f)Dg
Z

8 1
* z= A , dus: Dz = eglnf(gTDf+ (lnf)Dg)

als f = f(u(x)), dan: (kettingregel)

df d
pf= Y9

du dx
voorbeelden:

D sin’3x = 5 sin®3x . Dsin3x= 5 sin®3x . cos3x . D3x = 5 sin®3x . cos3x . 3

1
A1~ (In(x+4%)2 % + 4

d arcsin(ln(x + 4%)) = X(l + 4% (1n4)) dx

ysinxy sinxy - 1(dx+dy) + (x + Y)Sinxy(ln(x + y)) cos(xy) (ydx+xdy)

dx + vy = sinxy (x + y)

31
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Rekenregels voor integralen

[ar=rm+c
fa'f(x)dx =a'ff(x)dx

f udv = uv - fvdu (Partiéle integratie)

dx n
f7=ln|x| +C fx dx =
fexdx=ex +C

fsinxdx=—cosx + C

fsinhxdx =coshx + C

dx dx
f 5 =tanx + C f.z
cos” x sin” x
dx 1 X dx
f >— = —arctan— + C f —
X" +a a a x"—a
dx X 2k-3 dx

Vademecum Wiskunde

af Fodr = flo

J(re +ew)ix= [ reoar+ [aoodn

n+l
X

——+C (met neR\{-1}

faxdx=—+C
Ina

fcosxdx =sinx + C

fcoshxdx =sinhx + C

=—-cotx +C

I =T -1
(1+x2) 2(k—1)(1+x2) 2k -2 (1+x2)

J =

X
=arcsin— + C

f dx =1n
k —x2 k ;ix2+k

x+'\/x2+k\+C

f dx =In tan(i) +C f - =In tan(£+ E) +C
sin x 2 COS X 2 4

2x —sin2 2 in2
fsinzxdx=$+c fcoszxdx=$+c

n x n x n-1 x
fxedx=xe —nfx e dx

e e 1 e
f—dx=— —+ f —dx
x" (n=-Dx""" n-=1J 4"~

X X

32
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n . n n-1 . n-2 .
fx sinxdx =-x cosx + nx smx—n(n—l)fx sin xdx

n n . n-1 n-2
fx cosxdx = x sinx + nx cosx—n(n—l)fx cosxdx

ax . e™ (a sinbx — bcosbx) ax ea"x(acos bx + bsinbx)
fe sinbxdx = > + C fe cosbxdx = > + C
a +b a +b
1 - -1 - dx -2 dx
fsin” xdx = — —sin"™" xcosx + 2 fsin” ? xdx f = covt -+ ! —
n n sin” x (n—l) sin"x n=1Y gin"" x
1 -1 -1 - dx i dx
fcosn xdx = —cos” ™" xsinx + 2 fcosn ? xdx f = i — f
n n cos"x (n-1)cos” Ty cos" % x

1 -1 -2
ftan” xdx = 1 tan" x - ftan” xdx
n —

2t 1-1 2t 2dt
5 tano =

1+t2 1-1¢

a )
als tan5=t, dan: sino =

1+¢ 1+

Splitsen in partiéelbreuken

g(x) met: graad(T) < graad(N)
voor f(x) = pn N niet verder te ontbinden
(x—-a)(x- b)”(x2 + px + q)(x2 +kx + l) de breuk niet verder te vereenvoudigen
bestaan er coéfficiénten, zodat :
A B B B Cx+D E F E F E F
f(x) = +— 2 5t et — 2x+ + 21x+ L 2t 22+... m ¥ -
x-a x-b (x-b) (x=b)" x"+px+q x"+kc+l (x2+kx+l) (x2+kx+l)

De coéfficiénten kunnen we vinden met volgende formules of met de methode der onbepaalde coéfficiénten.

1
A=W B, =—D" () (metk=0, 1, ... n-1)
NA(x) k! NB(x) v =b
. . I )| 8x)
(a+p)C+D= ;(X) Ww+wWE,  +F,_ ;= FD( ) ]\f_] L

(metk=0,1, .., m-1)
Telkens wordt een nulpunt van de noemer ingevuld. Ny staat voor de veelterm die we bekomen door in de

gegeven noemer de factor die 0 wordt weg te laten.
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voorbeeld:

£(x) = 2x - 5 _ A + B Cx + D

(x - 1)(6 - 3x)(x* + 1) x -1 6 - 3x  x% 4+ 1

1° manier

2x - 5 -3 2x - 5 -1
A G T s D " 76 T T x- D&+ D "5
x =1 X = 2
. 2i - 5 2i - 5 (2i - 5)(-3 - 9i) 33 39,
Ci + D = = - = = — 4+ —1
(i - 1)(6 - 31i) -3 + 9i 9 + 81 90 90

2° manier
Op gelijke noemer brengen en noemer wegwerken, geeft:

2x = 5 = A(6 - 3x)(x% + 1) + B(x - 1)x*> + 1) + (cx + D(x - 1)(6 - 3x)

uitgewerkt: (-3A + B -3C)x° + (6A — B + 9¢c — 3D)x° + (-3A + B — 6C + 9D)x + 6A — B —6D

dit levert volgend stelsel: (Coéfficiénten van overeenkomstige termen gelijkstellen)

0 = -3A +B -3C
0 = 6A - B + 9C -3D
2 = -3A + B -6C +9D

-5=A+B - 6D

3° manier
vertrek weer van

2x - 5 = A6 - 3x)(x%> + 1) + B(x - 1)(x* + 1) + (cx + D)(x - 1)(6 - 3x)

vul links en rechts waarden in voor x, te beginnen met de nulpunten van de noemer:

[ -3 = 6A (na invullen: x = 1)
-1 = 5B ( voor x = 2)
1 2i - 5 =(ci + D)4 - 1)(6 - 3i) = 2i - 5 = -9C - 3D +i(-3C + 9D) (voor x = i)

deze laatste vergelijking
valt uiteen in: [-5 = -9C - 3D
1 2 = -3C + 9D

In plaats van de laatste twee vergelijkingen, bekomen met een complexe wortel in te

vullen, kunnen we ook gewoon “eenvoudige” getallen invullen, bv.:

-5

(
| =

6A + B — 6D (voor x 0)

18A - 4B + 18C - 18D (voor x = -1)
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Goniometrische substituties:

X = a sint
a X

2 .2 2 2
a (l—sm t)=a cos t

t
,2 2
a —-x
’2 2
a +x
X X =atant

2 2 2 2
a(1+tan t)=a sec t

X X =asect

2 2 2 2
a (sec t—1)=a tan ¢

35
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10. Vectorrekenen

Een vector is een voorstelling (presentatie) van een fysische grootheid.

Een vector wordt volledig bepaald door een richting (rechte, eventueel de richtingscosinussen), zin en lengte
(norm): Byv. kracht, snelheid.

Grafisch kan een vector worden voorgesteld door een pijl.

Als symbool gebruiken we een letter met een pijltje boven. Bv. ]7, A, v.In gedrukte werken gebruikt met ook

vette letters: f, A ,v.
In de mechanica bepalen we de vectoren, gelegen in één vlak (vb. het xy-vlak), door een richting ( een hoek
tussen 0° en 360° in tegenwijzerzin t.0.v. de x-as) en een lengte.

De eenheidsvector ¢ is een vector waarvan de lengte 1 is (Il ¢ ll=1), zodat een vector evenwijdig met ¢ wordt

geschreven als V=Vé. V (wordt ook abscis genoemd) is de projectie van 1% op e. De vector e bepaalt altijd
een richting. Is V>0 dan heeft V dezelfde zin als e.

Evenwijdige vectoren V en V' kunnen geschreven worden als V=kV' (keR).

Componenten van een vector en richtingscosinussen:

In een rechthoekig assenkruis wordt een vector geschreven als de som van loodrecht op elkaar staande vectoren.

—

V=V, o+,

tv, =ve, +tve +ve,

andere notatie: v=v.e . +ve,+ve, of wv=v.1 . +v 1 +v.1 of v=vi+vj+vk.

_ ysing _ bsindsi _ 0 [ 22
V, =VSmucos@p Vy—VSID Smae vV, =vCOSs V= Vx+Vy+VZ
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Richtingscosinussen
Z

|

X

a, Ben y vormen de hoek van de vector met respectievelijk de x-, de y- en de z-as.

Vy=VCosa v, =vcosfi v, =vcosy

.2 2 2
waarbij cos” a +cos” f+cos y=1

el
Il
Q
+
Sy

Som van twee vectoren:

grafisch:

S
()
\

lengte van s: '\/a2 +b° +2abcosh

sinoe  sinf

richting en lengte van s: met b = |l; |en s=|5 |
analytisch: 5 =d+b = (a, +b,)é, + (ay + by)Ey +(a, +b,)e,

Scalair product: a-b =abcosd =a,b, + ab, + ab,

Q

37
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o)
Il
Ql
X
Sy

Vectorieel product:

A:_uxp

b

De vector ¢ staat loodrecht op het vlak bepaald door a en b (d.i.de richting).

De zin van ¢ wordt bepaald aan de hand van de rechtsdraaiende kurketrekker.
De lengte van ¢ wordt gegeven door ¢ = | ¢ |= | axb |= absin@ . Dit is ook de oppervlakte van het
parallellogram gevormd door de twee vectoren.

In determinantvorm krijgen we:
e

e, € e
c=axb=|a, a, a,
by b, b,
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11. Toepassingen integraalrekenen

We geven de formules telkens voor 3 gevallen:

Cartesisch parametervorm
y = y(x) {x = x(1)
y=y(1)

Oppervlakte van vlakdelen begrensd door grafieken

39

poolcoordinaten

(2%)

t
J bl [ <copar

Booglengte

dy

[2%) 1
f —r2da
a; 2

>

=

ds=-\/dx2+dy2

een differentiaal buitenbrengen geeft:
dy)? A\ (dy)?
ds=,fl+|—=—]| dx ds = (—) +(—y) dr
dx dt dt
lengte van een kromme

b 2 n
f 1+ y" dx f \/x'z +y'2 dt
a tO

ds = yJ(dr) >+ (rdar)®
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oppervlakte bekomen door een kromme te wentelen rond de x-as

b
Algemeen geldt: f 27|y | ds. Voor de verschillende gevallen geeft dit:
a

b 2 | B 2 o1 . 2 2
oy 1+ y” dx f Y2 +y f 2 N 24
fa |y Wi+ . 2m|y [\x"© +y" de w0 nrlsinafr” + 7" do

inhoud van een omwentelingslichaam (wentelen rond x-as)

b
2 3|
fny dx fﬂ:yzx'dt
a 1

0

Volume

van het lichaam ingesloten door de grafiek van f(x,y), het xy-vlak en de rechte cilinder op D

J [ reyaa
Oppervlakte

van de grafiek van een functie van 2 veranderlijken, begrensd door de rechte cilinder op D

[l () (2] wo

Substitutie bij dubbelintegralen

Indien bij dubbelintegralen het integratiedomein cirkelvormig is (of ringvormig, of een deel van een cirkel of een

ring) kan het nuttig zijn om over te gaan naar poolcoodrdinaten; gebruik volgende omzettingen:

dxdy —rdrda
2 2 2
X +y —r

X — tana

X
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12. Laplace transformatie

Y .
Hrm}= f ,© f(r)de definitie
Lre)=F(p) EHFDPY = F0) notatie
{O alst<0 ) ) . ..
u(t) = eenheidsstapfunctie (functie van Heaviside)
talsr=0

HC A+ Cofs ) = CLE{f10} + CE{ (1))

fi{em f (t)} =F(p-a) eerste verschuivingseigenschap
Hfwuit-a}=ePL{f(t+a)} tweede verschuivingseigenschap
Hft-ayu@r-a}=eVL{f @)} tweede verschuivingseigenschap

e Fpf = fu-ayut-ay

£{f(an} = iF (%)

L TOL_ [
He- fo}= % £{ t } f,, F(u) du
n nd"F

LHe - fnp=(-1

(e rof=y o
ﬂ{fl(t)} . NN

.fi{ f(z‘)}=1 —7 als fi(t)= f(t)-u(-T)- f(r) metf(t) een periodieke functie: f(t)=f(++T)
-e

Hro}=p F(p)-f(+0) met f(+0)= lim f(1)

>

Ji{f(")(t)} =P F(p)-p T f(0) =" F1(40) - ..

t 1 t pru 1
.ﬁ{fof(u) du}=;F(P) £{f0f0 f(s)ds du}=—2F(p)

p

ﬁ{afu,a)}_ OF (p,a)
da EY

Hfxgl= ﬂ{fotf(t - u)g(u) du} = F(p)-G(p)  f¥g: convulutie

41
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241} =%

e}

sinat} =

a

2 2
p +a

L{cos at} = 2p R
p +a

a

2 2
p —-a

£{sinhar} =

o} =1

13. Fourrierreeksen

KH Kempen dep. [IBT

+

f(x)=ag+ z(akcos anx+ by sin%)

k=1

Vademecum Wiskunde 42

-br . a ) 2pa
ﬁ{e s1nat}=ﬁ ﬁ{t-smat}=ﬁ
(p+b) +a (p +a)
2 2
fi{e_ tcosat}= p+2b ﬁ{t'cosat}=—a_—pz
+b)" +a 2, 2
’ KNl
2{coshat} = Zp <
p —a

d(1) : Diracfunctie of unit impuls

f(x): periodieke functie met periode 2h

1 fc+h d ]R

_ S

=] f(X) c
1 c+h k

ay = Efc_h £(x) COSTM dx

1 fc+h krx
b, = —f in— dx
k=), f(x)s -
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