





Drie-koorden-stelling

I
Laat drie cirkels elkaar twee aan twee snijden. Dat levert drie paar sndj-
punten op, althane in de figuur hisrboven (waartos we ons voorlapby
zullen beperken). Door alk van die drie paren kan een lijntie worden
getrokken. En . die drie verbindingslijnties blijlken door #én punt te
gaan. Een bewijs daarvoor is gemakkelijk te leveren [& hebd er een
stolling voor nodig die vrosger in elk senvoudig leerbosk over meel-
kunde was te vinden

Uit de cude doos?

Eerst dus even aandachi voor dis
oude’ stelling. Zoals jo wellichy
weet, is een koorde een lijn die
twee punien van een cirlel met

m
[+
] ¥
elkaar verbindi,
Als nu twee koorden A en X7 in
ecn cirlel ellkaar snijden in O (- ]
guur 1}, dan &=

AQ OB = X0 - OY

Dat is alles. Figuwr 1




Figuur 2. Ean boslje posmakked.

Bewijs

Voor de situatie in de begin-figuar
is sen bewijs snel geleverd. Geal
de snifpunienpanen aan mel A en
A" B enF, en C en O {figuar 2).
EB° en OC° enipden elkaar in O,
Gaat AA’ nu ook door OF Laten
we g8ns aannemen van net, Daar-
wisor habben we bij het telemen
van figaur & wat gesmokkeld, zo-
dat ACQ cirkeel AF'R in A, snijdt, én
cirkel ACT in A, Door driemaal
na elkeaar de "stelling-uit-de-oude-
diong” Lo b bwrnneen, e
echier aantonen dat A, A; en A’
samenvallen, dus dbn en hetielfds

puant zijn. Er geldt namelijlk
AQ-04, = BO - OF'
(cirkel AR'A B)
(cirkel BCE )
AC-0A,
(citkel ACA; C)

Cmdat AC # 0, volgt dan OA | =

OA,

Dus A, en A; vallen samen, en dat
kan allesn maar in A°, Dad is im-
mers het anfjpant van de cirkels
waar A, on A, op lggen.

Mogmaals de oude doos
HMatuurlijle zullen drie cirkels ol-
kaar lang nbed altijd snfjden op de
manier van de begin-flguar. En
lang niet altijd zal eon andore sito-
atie er uil zben als Gepaur 3, waarin
het overduidebiji is dat de drie
bedoelde Hjnen (koorden) door
it planit GEaAn

Gapldt voor allerked andere snij-mo-
gelijkheden nog steeds dat de
varbindingslijnen van bij ellcaar
horende s door dén pun
gaan? En wal te doan als twes cir-
kels twee samenvallende sndjpun-
ten bezitten, dat wil zeggen alkaar
raken?




Figuiar 3. Overduidelyi!

O dat wil te zoeken moaten we ean punt O baiten de cirkel snij-

nog wal verder graven in de cude  den (figuur 4), dan is

meatiande-dess. De stelling dia

wiit daar zojuist uit hebben opge- AQ-QB = X0 -0Y

diept, bezit namelil pog tees va-

rianten. Die komen cns in anders Vararf 2 Als een snijlijin AR

aifzaties goed van pas. van eon clrkel on oon raaklin in 5
aan die cirkel elkaar in O snijden
{flguar 5), clan ia

o4 - OF = S0

Fardant [ Als twee snijlijnen
AR en XY van een cirkel eilaar in

Figuwr4, A0 - OB = X0 QY Figuur 5 AQ ' QB = 80F



8:10C

Figuur § e ‘snd-Roords’ (A} gear ovar in o govmasnzchapseliibo raakia (5]

Dweze tewreade variant brengt wit-
komst in goval de cirkels olkaar
raken. Wani dan gaatl de lijn door
b twoe samenvallande snijpan-
ten aver i de gemeenschappaelij-
Figuar & ko Tilkl-'ijl'l H-WT 6A en !:'-
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Mt variant |

Figuur 7 is een snij-situatie waarbl
wariant | driemaal na elkaar moet
worden loegepast We hebben
meteen maar de smokkel-figuur
gegeven, waarin woardi verondes-
steld dat de lHjn AQ cirkel ABEIn A,
snijdt, en cirkel ACT in A, Met va-
riant 1 gebdt dan:

Figuur &

En daaruit voigt dan weor dat A, en
A, samenvallen in A",



Figuir &

Aliijd door dén punt?

Met de stelling-ull-de-cude-doos
on £'n varianben kun jo efke situatio
waarin drie cirkels ellkaar

{of raken) te L. Bedenk zelf maar

enkela (eventwesl heal geldoe) ai-
tuaties, of ga dat nog eens na voor
de figuren 8 an 8. {(Bij het bowiis
van figuar B is een combinatie no-
dig van variant 1 en variant 28} 0O

Verdor de cude doos in

Lang niet iscderean zal vertrouwd zijn met de (cuders) meetlande-siof,
Anderan hebben misschien bahoesfte san sen opfrissertjs. Daarom hisr
nog een bewiis voor de ‘stelling-uili-de-code-doos’,

Earst wat voorbereiding. Een miclel-
paalihoek in een carkel is de hoak ge-
vormd doar twes siralen van do cirksl
(figraur 1), Zoals de naam al sangosdt

walt hat hoalpunt samen med et mid-
delpusd van de cirkel. Het aantsl hoak-

gpozmgd: MMMMHHQII-
lijk aan de boogy waarep hij staat.

Een omtredksionk van ean ciriel is sen
hoek waarvan het hoekpunt op de cir-
kel ligt on waarvan de basen mbddel-
lijn of koorde van de cirkel zijn (figuur
23

In figuur 3 zijm op dezellde bocg AR
wson omirekshosk AGK an sen middel-
pusishosk AME getekond. Do albastbs

ks in figuur 4 nogmaals weergegeven.
]

Bovardion is daarin ook de Ljn OM
ﬂﬂm‘ﬂhﬂ"wﬂmm
mmumummm
AOM en driehcak BOM

zijr. Daansit volgt dat de hosioen med
o atip goljk zijin Helzellde geldt
voos da Boaken mal ean knsisie.

[ som wvan de hoolosn van een dris-
hoek is 180°. Hosk OMC is een ge-
sirekte Baek; dus ook 160, Hoek AMC
is daarcm twesmsal 2o groot als een
oo Mot wen stip. Eveneo is book
CME tweemaal zo groot als een hook
Bl e Enaiegn.

Koztom, uik Bgear 4 volgl dat da am-
irpkahcak ACE de hallt is van de mid-

ot belft van de boog waarop hij staat,




&
Figuare I

M de stedling zedl In Ggeur 5 zign net
als bn [Sesr | il hat anilal, nogmaals
twee koorden AF an XY in een cirkel
getaloend die aliesss in ses pant O Enlj-
den Vervelgens sijn de lijgen AX an
Y8 getrokken.
Hoalk XAF on hoek X8 zijn nu om-
trekshosken. Omdal ze op eenzelids
cirkelboog X slaan. zign oo gelij. De
hosken met een stip by O sijn ook -
1k, Dhas clsinhonk XAD |s gelifievcamig
mat drishoak OTE, Figuur §
In gelykvormige drichosken zijn de
werhowdingen van oversenkomstigs
zijden gelijic. In het bijzonder geldt O anders geschreven:
AQ-QF = X0 -0F

A0 X0 Hiet barwrijs voor “variant 1 en “variant
or o 2" gaat bijna op dezelide manies, O




Halveren zonder schaalverdeling I

Stel dat jo het midden wilt bepalen wan een ljnstuk A5 Met een linisal
is dal gean probbeem. Meet de lengte van het lijnstok, deel die door
twee an klaar is Kees,

Mot pen passer en een liniaal ropder schaalverdeling kan het ook (fi-
guar 1}, Trek vier cirkelboogies met gelijle straal (de boogjes a en b
met dis passerpunt in A én de boogjes © an o mel de passerpunt in B).
Verbind daarma de snijpunten van de boogjes met elkaar.

Wist jo dat het ook kan met pitshrilend een liniaal ronder schaalverde-

e Recept
Hiet meoet woed pen lindaal zijn maed
twes evenwlpdige zijkanten, maar
e e—— hijna alle linialen zien er 2o uit,
A ] B dus dat is geen probleem.
] Hier is het recepd. Leg eerst de li-
E:., nizal langs AR on trek won lijn |
] evermwijdig aan AF (fguur 2). Kies
Figarur 1 vervolgens een punt V. Hed is han-
dig am dat punl aan de andene
. ¥ kant van /! te nemen, maar strild
noodzakelijk is het niet.
Trek VA en VB (figuur 3). 1A
— b gnigdt | in P, VE snijdi | in Q. Geel
het anijpant van AQ en BF aan met
S,

T T e a i
4 B En mu komt het: Da ljn VS dealt
Figuarr & ket Ljnstuk AR precies midden-
door! Verbazend, niet waar?

Wannear mis?

Hoe je I ook kiest, altiid kopt hed
(figraur 4}! Zelis als ¥ aan dezelide
P a kant van [ ligl als AF (figuur 5). Of
L tussen AE en ! (fgaur & en 7).

In cat laatste geval moet je overi-

gens wal oven uitkijken. Zie jo dat

A L] het soms toch mis kan gaan? Wan-
Figuur J naT?




Figuwr &

Bewijs

Mo het bewijs. Want we unnen
natuurlijle wel beweren dat V5 al-
tijd AF middendoor dealt, maar

waarom is dat zo? Probeer het

Veal moober dan reken-bewijzen
zijn nafuurlijk bewijzen waarblj je

Figuwr 7

in dén oogopalag sied waarom de
bewaring waar is. En zo'n bawijs
kan hier &8k worden gegeven.
We verklappen niet hoa, maar wel
zoggen we dal je de zaken in hel
jalste perspectied moet zien! Denlk
maar eens san palderlandachag-
pen, werdwijnpunten en de hon-
zom.

Zio jor al its? In het volgends
numimes meer details! a

Verschillende seorten linialen

il Al ke Liniimal als geseedschap.

In het dagelscs leven wordt meol een lintasd oon lathe bodoeld mal twee evenwij-
dige rijanien en een schaadverdeling. Serilt genomen is in de meethunds echiler
{eschaer hulpeniddel waarmes sen rechie lijn door twes gegeven punten kan wor-
dan getrakioen, san Tinkal’, (Bij voorbesld edere zide van sen geo-driehcalk).
bruila, beb je eigenlijle gpalijie. Hit woaagetuk is dan ook 2o te ezon: Ean lijnabdk
AS boopl evenwijdig aan esn gegeven (1) rechte [ Construeer het midden van AF

o
a




Drie-koorden-speciaal

Figuir 1 i 1 c

D drie hoogtelijnen in een drichoek (lijinen van uit de hoelminien lood-
recht op de zijden daamegencver) gaan door dén pumt (Houar 1), Dat
punt is hat boogiepunt van dé drichoek. Uitgaande van deze eigenschap
is san goon "drke-koorden-speciaal’ te constrasren

D¢ eerste cirkel Figuwr 2
Trek ean citkel met middellijn 5O
(fignaur 2). Maast de panten & an C
liggen cok de punten 8° en O op

die clrkel. Immars de hoskon

BCC en BR'C mijn omtrekshoeken

die staan op een boog die precies

ean halve cirkel 5. En omdal een .
omtrekshoek gelijk is aan de helft

van de boog waarcp hij staat, zijn

de hoeloen BC'C en BRC inder-

daad gelifk aan 90°,

D¢ tweede en derde cirkel

Het als B, C, B" en C" liggen de
wvier panten B, A°, B' en A ook op
ean ksl En A, O, A on C oole
B, A", B’ en A liggen op de cirkel
mizt middallijn AB, waarin de hoe-
ken AA'R en AF'B omtrékshoeken
van $0° zijn (fguar 3),

A, C7 A" en C liggen op dé cirkel
mit middellijn AC, waarin ACC
en AA'C omirekshoaken van S0

zijn {(fgpaar 4},
10




Figuur 4

Alles bij alleaar

Combinatie van de figaren 2, 3 en
4 lavert fignour 8. Dat is pen speci-
aal geval van fignaur &, do oo
aan het begin van het artikeal
‘Drie-koorden-ste ", Want in fi-
guur 5 =ijn AC'H, BA'C en CB'A
rechie lijpen Zo vormen de sjden
wvan sen driehosk ABC. Da dris

hoogtelipen AA", B an OC" van

Figuur &

Figuur &




Zoals gepegd, i liguur 5 een spe-
ciaal geval van figuur &. In figuur 5
zijn de lijnen ACE, BA'C en CF'A
uif figuur 6 rechbe bnen. Zo'n sliu-
atie ks ook te krijgen door uit e
gaan wan eon stomphoekdge drie-
hogk ABC (fguuar T), Daarin wor-

dlnmﬂmdlhmmlh:u
AAY, BE en OO getrakken. Die
uﬂ;ﬂlm ellcaar na verlanging in
het hoogtepunt O dat balten drie-
hoek ABC ligt. Daarna kunnen de
cirkels met middellijnen AR, BC
en AC warden getroklben o

Féganur 7
12




Zo ver mogelijk de woestijn in

In de tank van de termeinwagen van san woestijn-
ligt oan aantal vaten opgeslagen, alk

maal 10 bter beanzing, Bij een post

ille kan maxs-

mt 50 liter benzine. Daaruit kan de lank van de terrelnwagen worden
(bijlgevuld Do wagen kan skechts dén val tegelijk meeneman. Of er ou
een val wordt mesgencman of niet, steads is het benzine-verbnlk 1 1§

ter op 10 kilometer,

Hoe wer kan de patrouille zich van de post verwijderen?

Slechts één wai
Usteraard hangt het antwoord af
van het aantal vaten dat bij de

post ligt opgeslagen.

Als er maar &0 val bij de post
bigpt, lean dis patrouille zich S00 ki-
lometer van de post verwijdenen
D tank wordt van wit dat ene vat
gewld. Het wat wordt opgeladen
en mesgenomen. Wanneer na 100
kflomater de tank leeg is, kan de-
zo weer worden gewvald, enzo-
woart.

Twee valen

Als er twee vaten bij de woestijn-
post liggen, wordt de zaak me-
tean al san stuk ingewikkaldar.
Crmnclat er maar dédn val legelijk
mesgenomen kan worden, zal er
@arat een vat angens in doe woes-
tijn neergezet moatan worden
Vervolgens most — eventosel na-
dat de tank is (bij)gewald — het
tweads vat worden opgehaald.
Hoewes] kilometer kan de terraedin-

wagen nu alleggen?

Het s handig de te volgen weark-
wijze in een soort algorilme wear
b geven. Bij woor beeld

vl dfe fank wil var |
laad vat [
100 kilometer woowil

el vat | neer

vul ale fank il var |
leris Aaar de Eosr
vul oo fank wif var 2
Jaad vat 2

100 kilomeler voorui
val ahe tank o var |
100 kflomelér Wwoorut
rod vat 2 neer

val ae fank @il valr 2
lerug naar vaf |

vl ale fank wit var |
Iaar vai [

100 kilometer woorit

Ga na daf op deze manber G00 ki-
losmeter kan worden algelegd. Dat
i# maar 100 klomatar Fmasr dan
it ean vat. Dat Ukt niet weael

Wie maakt eon algoritme dat wer-
der redld dan 500 kilosmeder?

Drie valen en meer

Mt drie vaten kan de patrowille
BE0 kilomater aflaggen. Wia le-
wert een algoritime waarmes deze
afptand kan worden
Vooralanog zhet et er naar wit dat
st baree vilen moal wordan ge-
probeerd het derde val onagnge-
tas! 2o wor mogelijk van de post af
e brengen. Daar kan de tank dan
worden gevald met ket laatste
restje gil sen van de sarsie twee




wvalon, Dasrmna kan hot derde vat Een formule  Het i heal verlaide-
{dat nog helemaal vl i8) wordan lijk om ean formule (e zosken die
. Zo kan als slaitstuk nog vaar n vaten stesds de maximaal

E00 kilometer worden algelegd. af te legogen afstand geelt.

ke heogd L3 'ﬂl
\ i Aol R

14




Bedenk echiter wel dal jo med 2o'n Wie verder wil met dit problesmn
formule niet arg veel opschiet, kan dus maar het beste aan de
Voor elk aantal vaten siaal of valt hand wvan een algoritme proberen
de juistheid van de formule name-  wit te zoeken wat de groctste af-
lijke et de constractie van een al- stand is woor vier vaten, vijf vaten,
guritme dat de berekende groot- BRI u|
gte afstand inderdaad levert,

5

5 . ' . . . .

=

Een prikkelende grafiek - - - - - -

J& earsie grafieken leorde jo tekenen op keurig mitfespapler. In de
brogklas werd je op weq geholpen met zogenaamde ‘roosterpunien’.
Dal zijn da punden ... {—8,—1), {(—=1,=1}% (0.=1} {1,=1} .. (=10}
(000, .. (3,1}, (4.1}, enzovoon. Deze verzameling paren van gehele ge-
talben wordt ook wel kort aangeduid met £ = F . Ben jo inmiddels zo
ver gevorderd dat je die verzameling rocsterpunten op haar bourt zall
ook weer kunl beschouwen als de grafiek van sen vergelijlang?

Voor bealden van grafieken die niot altijd een (kromme) Lijn zijn, hab-
ben wa al vaker gegeven (onder andere in de artikelen "Schaakbord-
{ormulea” en "Abscluutwaardige achien’, Pythagoras 26-2). D vorzame-
ling £ = £ bewvat vreamd uitsluitend [geiscleerde) punten. De
grafiek valt dus werkelijk als los zand uit eflkaar!

Het problsem ks verrassand, maar niet 2o mowilifk. Onderzoek de vol-
gende vergolijkingen maar eens.

(&) {cosZix) . (cosZnp) |
1

(b} (cos2ilx). ./ {cos2iy)

{e) +/(cos2e) . +/ (cosZny) 1

{d) +/I{coadx) . (cos2 )|

Van deze vier vergelijkingen zijn er twee die de gevraagde merkwaar- i
dige grafiek opleveran. Welke twee zijn dat?
(Het antwoord is te vinden in het velgende rummer). o




De vlinderstelling

Fégruur T

Figuur | beval een paar lekeningen die aan de viinders doen denken
ciie er tussen door dwarrelen. Die telkeningen illustreren een resultast
uit do misstlunde dat bekend staat als de vlinderstalling.

Vilnderstelling Trek door het midden M van een koorde AR van
ean cirkel twes anders koorden C0 en EF (figuur 2). Geel de
snijpunten van CE en OF med AR aan med & an H. Dan is M ool
bt midden van GH.




Figuur 2. Do viindersteliing,

Dieze stelling iz al heal oud. Het gekle i dat hi] helemaal ndet 20 sen-
fwee-drie e bewijpen is. Althans niet met de middelen van de meetkun-
iz i op school worden behandeld. Begeel o je echier in
e raimie [ moeten tenslotte kunnen viiegen), dan words het
ean flaithe van ean cent.
In het onderdeal "Viinders in het viak' wordt een bewis gegeven dat
berust op enkels senvoudige middelen van de vlakle mestkunde. Het
is een lang bowijs, Maar echt moeilijk is het uiteindelijk nist. Er zijn nog
::npl-ltlndnlhlﬂhmdh WMMM:I'M
mestkunde, Deze bewijzen zijn een lastiger
Het anderdeal “Viinders in de raimbe’ beval een bewijs dal bemst op
projecties, Dit bewijs vergt wat inzicht in de elgenschappen van projec-
ties. Als je dat inzicht eenmaal hebt, is het bewijs zo geleverd.
Eijk maar gons naar walk bowijs jo woorkeur uitgaat,
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Meer "viinders"

In plaats van de snljpunten van AE mad CF en DF kunnen ook die met
CF on DE worden genomen (g £ Hﬂﬂmdnu:rﬂjpmﬂmﬂ'mH.
Dan is M ook het midden van G'H ofwel G'M = M~

Vaorder gaat de vlinderstelling ook op bl willekeurige kegelsnedan,
zoals ellipsen, parabolen of hyperbolen (figuur 4), Gesteld dat M hid
midden is van A8, dan is M in alle drie de tekeningen van figuur 4 ook
hat mibdden van GH. O

G° ' G H

Frguur 3. M is ook her micdaen van G'H'
]




D

Figuur 4. De whindersfelivng bij san aibps (4 ), b sen parabood (8] on b oan fy-
pavbod (G

19




Vlinders in het vlak

Gelijke hosken

In figuur 1 is de telkening waar-
e o wlinderstelling werd wit-
Gelijke hoeken zijn daarin voor-
rien van dezelides tekenties.

Dat de gemerkie hosken bif M ge-
Lijle zijm, zal wel duidelijlk zijn.

Dwe hoeken bij C, F, E en [ 2ijn
omirekshosken van de cirkel Dat
zijn hoeken waarvan ket hoalpuant
op do cirkel ligt en waarvan de
benen middellin of keorde van da
cirkel zijn. Een omtrekshoak van
eon cirkel i8 gelijk aan de helft
van de boog waarep hij stasl. Tie
het kader Verder de cude doos
in' bij hed anikel "Drie-koorden-

stelling”.
Omdal de omirekshoeken ECD an
EFD op dezelide boog ELD staan,
zljn ze galijk aan ellaar. De om-
trekshocken CEF en COF staan
ook op esnzelide boog, namelijk
CF. Dus ook die twee hoaken zljn
gelij.

Hulplijnen

Mu moeten ar vier keodlijnen wear-
den nosrgelaten (figuur 2).
Allareprst x, en p, vanuit & res-
peclievelijk H op CD. Daarna x,
an , vanuit & respectiovelijk H
ap EF. De eindpunten van deze
vier leodlijnen worden achiersen-
volgens sangegeven mel &, O, B

an 5,

D lijnstuldoen GM on MH waar-
van moet worden bewesen dal ze
gelijlk zijn, worden aangegeven
it x respectievellik p (Gogaur 2.

&0

Fégerar 1. Wiar paar gelifks hoeken.

ﬂﬂljk-ﬂnla ge dﬂ-hn;:lrh:m
In figuur 2 zijn vier paar -
mige driehoeken te ondersched-
den. Het zijn steeds rechthoekige
drbehoeken waarvan esnvoadig
i to Zien daf zo gelijke hooken

hebben Die vier paren geliflovor-
milge drishoeken zijn
PGM en RHM (1
OCGM en  SHM (2)
PGC  en SHF (3}
QGE on RHD (4}
Bij alk van die paren gelijlevormi-
ge drichoeken zijn de verhoudin-
gen van overeenkomstige zijden
steacs gelijk. Dus
(1) Jovert = = X (5)
¥ ¥




B ]
qy 7] !
o ' i ¥
A P g M o
Ay
Rt M
&
&
E L]
Figuwr 2 War odiifnen an vier paar gelijiovonmige drahooien.
x X, Een oude bekende
(2) bevert — = —= (6} Op grond van (5) en [6) geldt nu
o AR R
@ x _ oG o ¥ K N R R
¥r FH Met (T) en (8) kan dit verder wor-
d'en herleid foi
(4) leven 51 = EC (8) CG EG  CGXEG
¥i DH FM DN FH=DH
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Figuwr 3 CG = EG = AG =GB

Vervolgens moe de stelling over
elleaar sndjdende koordan die in
hiat artikel "Drie-kocrden-stelling'
al bovan waler & gehaald, twee-
maal worden toegepast. Edn kear
boven de breukstresp (figuaar 3)
an ddn keer onder de breuksireep

{figraur 4}, Do herleiding gaat dan
varder mat

_AG =GB _
BH = AH

Mu ks het hancdig am voor de lijn-
stukken AM en ME die gelijk zijn,
& te schrijven. Met iguur 2 lunnen
de lijnstukkken AG, GB, BH en AH
dan in a, & en y worden uitge-

drukt, Zodat kan worden gedin-
digd mot

Figuwr 4, FH = DH = BH = &H

_ (a-x) (a+x) _ a*-x?
(8 -p) (aty) a*-p
Het laatste stapje

Ex is dus aangetoond dat in figuur
2 (met AM = MB = a) geld

£ atoat
F. .*__’,l-l

Kruislings wormenigwuldigen Lo
wisrt

= el {al _rl':

¥ at - x¥)
Haalges en verder
VErsan Bixicht tod a? 3
& x3. En das ¥? = . Daaruit volgt
ten slotte x = y ofwel GM = MY
(Waarom wvervall x = 7). o

Drievoud plus twee

least zien dat de som van de kwadaten van elk driedal opsenvolpords gehols

getallen gelijk is aan eon drievoud plus twoe.
Hos zit dat bij dese cppesvelpends opsven gehobs getallen? En bij drie opesn-

wvolgende even gehele getallen?

o




Vlinders in de ruimte

Symmatrie

Eerst iets dal op het eersbe ge-
zicht wainig te maken heaeft mat
da vilnderstelling. In flguar | zie
je san ellips. AR is de grode as, &n
M iz hat middelpant,

We gaan bij dio ellips hetzelide
doen als bij de cirleel. Trek tewes
koorden CD' en EF door M en be-
paal de sndjpunten & en M van CF
en DF met AF (figuar 2). Weer
geldt dat M ook het midden ks van
CH. Maar dat is o vanzelfspre-
kond, want de hele figuur is punt-
symmaetrisch am M.

Iz dit nu een bijzonder geval van
die vlinderstelling? MNiet helemaal
D¢ cirke! is minder symmetrisch
gewcrden Het is na een ellips.

Figuwr 7

Maar de rest van de figuar hoef
wﬂ:ymmdaguhngﬂl_puu
rie romd M

symmatoie

Hea m]mﬂ]}kh-u-m}n van de viin-
derstelling zal er op near komen
cdlat we door projectie figuar 3 (de
pilbeelding van de stelling ) ower-
voeren in een ellips met middel-
punt M an as AB.




Figrirur 4
]

Projectie-centrum

Denk jo eon coirdinatenstalsel in
chir ruimbe in. We lekenen fguur 3
dan over in hat XZ-vlak, en wel
zao, dat AR samenvalt met de X-as,
on M met de corsprong ( figuar 4).
Kies varvolgens pantan P an O op
ce Y-as oo, dat PM = MO, De salp-
punien van de cirkel met de Z-as
noemen we R oen 5. Ten slotte be-
palen we het snijpant T van PR en
0f. Dat pant T wordt het projec-
tie-centram.

Van cirkel naar ellips
Vanuit T projecteren we alles op
het XY-viak D projeciie van een




cirkel is altijd sen kegelanede, an
hier wordi het een ellips met AR
an PO als assen. De projecties van
che koorden OO en EF worden
koorden van de ellips.

In het XY -wlak s nu net zo jiots
ontstaan aks in figuar 2 (zie dguar
5). Maar dan is weer direct duide-
Lijie dat M het midden is van GH,
want de horizontale figuur is punt-

symmstrisch,

Tijdens bet projecteren zijn & en
Hrﬂutrmﬂ%ﬁmm
dus ook in de verticale Gguur gold
al dat GM = MH. Daarmee ia het
bewijs geleverd!

:ﬁn' mﬁguw'iP O zo, dat
&N ¥ T,

F.H-'Fl“ﬂ'-ﬂ.ﬂ:ﬂ!.dm'nrdt

ﬂ:llhuﬂmlhillipanlhnnch-

Figuwr §

Hat bowijs wordt er overigans

dlp.wumrmtrlumduwldl
voor de ellips nat 20 goed als
voor de cirkel a

Wortel-teken verschuiven




Pythagoras
Olympiade

Hicuwe opgaven

Oplossingen vadr 30 april insturen naar: Pythagoras Olymplade.
mitE o fongsiraal 12, 4504 PL OOSTERHOUT (NE). Vermeld op elk

a)

Mari-

{énzijdig beschreven) wel jo naam, adres, geboortedatam, school,
schooltype en klas. Verder moet elke oplossing op een nleaw vel be-
ginmen, wanl we carrigeren 2o alzondarlifl. We bakijleen alleen goed

leesbare cplossingen die volledig

gijn nitgewerki, mel verklarenda

k=t in goed lepande zinnen. Verdere informatie over de wedstrijd
vind jo in pummer 1 van deze jaargang op bladzijde &4,

In vierbook ASCD is driehook 8CD ge-

Igkzijdig. terwifl hoolk ADE son rochie
ook is. Verder is gegoven dat boek
BAC pwnbi maal 2o grood is als hoek
CAD (zie figuur), Beneken Book CAL

PO 10T

Bopaal sen nataurligh getsl dat in disi-
el schrijiwijze elndign op procies
zoa sullen, &n dal preches | SEE delen
beed, of bawii dal 20'n poetal nket be-
slaat

' "

B
{Exn natusalijle getal @ haspt gon daler
van hed patuurlijlos gotal b ndien ba

pun nstusrlijk getal e Voorbeald: de
delers vam 12 2ijn 1, 2, 3, 4.8, 12.)

Oplessingen en prijswinnaars van de opgaven PO 102 en 103

PO 102

Ab, Bpa en Cla spelen een spel met
wrn loficapparaat met €0 balleties, go-
rrnmmard van | tol en med 8. T trek-
ioen tien balleties (zonder tenagleg-
gen), on bapalen de som £ van do ge-
trokken npammers. Al wing als 5 oen
drisrvead ta, Boa wint als £ pon dris-
voud + 1 is, en Cis wint als 5 een drie-
voud +2 is.

{a) Hobiben Ab, Bea on Cla desslids
lkeans oen o winneo®

{b) Zeldde vrasg als or segen in plasts
wan tien balletjes getrokioen woa-
den.

26

Oplossing van feroen Tiggelman, §
vwh, Rijgwijk (ZH) (endgezine be-
watlki, #n voor ondardeel (b) vereen-
woudigd):

o boant madale 3 rekenen: bl alk num-
mar neem o de resl na deling door 3
Er zijn dan sleckis balleljes mel som-
mar 0, | of 2, van ellos saar Iwinbg
Als in een trekking a balleties 0, b bal-
lothes 1 &n o balletjes 2 getrokken
wondien,, gaves Wi dal kEn mat (8,50,
Omadat in hot spparest evenyeal Balle-
thes wan ellos soori aanwezig zijn, s de
keans op (abuc) met 2o groot als de
kans op (Cab), (bl (acb), (bac)
of (c.hal.




Weor kel bapalon van de winnaar lun-
nen we a. b en ¢ ook weer modulo 3
neman, wansd drie ballen van dezolide
scart hebben als gom sen drievoud.
Verder heslt (a.b.c) dezelide scmm mo-
duda 3 ale (a-1.05-10-10 e kust dus
aarmemen daf minsiens &én van de
epitillien &, b, ¢ nul ie, terwijl de andese
0, 1 of 2 =ijn. Afgezien van de volgar-
cli komnen voor (a.0,0) dus i sansnie-
king di dristallen

L 000y B (20,00 V. (1.2,0)
{10000 W, B.1.00 VAL 2.2,0)

In geval | wini Ab, in alle anders ge-
wallos hebl=sn Ab, Boa en Cis dezell-
de kansen, afbankelijk van de vobgor:
de. Voorbeeld: in geval V1 wist Ab bij
{0,2.2), Boa LE§ (2.0.2) on Cis bij
{2,2,00.

Als or rien balloties getrokiken wos-
den. kan geval | zich niet voordoen.
Dan hoafl dus ledereen dozolice
winstcing.
Als or echior neges ballstjes worden
fpeirakioen, kin geval [ wel vooarko-
mmagen, dus dkn heafl Ab son grdlene
kans om fe winnen
Lyt of op 8w fipl nasr di goooite
wvan de karsen gevrasgd hebben!

Er wasen B insendingen, maas alechis
2 dakrvan waren cormect: die van Je-

roen Tiggelman, en die van Pieter R
doen, & vwo, Nijmegen. 25 kriggen da
fwnes prijzen.

FO 103
Een functie f voldoet aan

ety Mix—y) = ()
m-lnuur. Varder i3 gegeven
dal f{—1) =

..,..ME.
1688

Commenliar om typogralische rodo-
nen schaifven we in deze oplossing
soms @ | b in plaats van & P, Enige in-

sanders ledes Sen dat de hinctie {x)
=21 (') aan de gestelde sisen voi:
dost, en conchsdesrden dakraii da

I;E::ﬁuﬂuﬂﬂqﬂm
laga

Ir!--—-' ), Dl s echéer slechts
1248

et Bl woarle, weEnl @r ijn nog maeer
banctios die aan alle sisen voldoan,
Vioorbeenld: fix) = & f (%) &ls & ratio-
raaal, on f(x} = 0 als x rrationssl is. J&
bent dus pas klaar als jo bowoezen
habd dat woos alle functies dis san de
eisen voldoen, peld! dat

Oplessing van Fertan Lunter, § v,
Enpak:

KGas in de gegeven formule x = —1, ¥
= 0, dan staat af [ — 1W(=1) =
(N =1)E)), dus £{0) = 1 of i) =—1.
Kok nux = = i =<1 WD) =
{f{ —3)%. Het rechborlic ks poaitied,
f{—1} = &, dus f{0) moet =1 =ijn
Kies vervolgess x = 0, 3 = —1, dan
kxiig o een vergelSking cie leid tot
fly=%
W guan nu bewijzen dat voor elio r
en voor el nabuurlific getal o geldn dat
fimx) = fix) t (A"} (1
Woarn = 0enn = | spreakt deze lor-
mubs voor sickesll,
W Lates nu zien boe (1) bewezen kan
worden voor & = k+1 als je hem al be-
wezen hebd voor m = k an vearn =
k=], Daangil volgt dan stap voor stap
de geldigheid van (1) voorm = 2, 3, 4,

5. o (deze bewismethods hesl voile:
dige imdeciie]),

Blaem clus asn dat (1) geldt voar n =

k—1 on voor n = k Dan volgt hierali

y = TR
Flex —x)

i tke+1lor) = f{kex+x




Lol ot UL L
fiah 1 (k—1)"

fla) v (2T Tl —1)")
fixn 1 (e+1

Do rost ks simpaed:

2= (1) = 1888 . 1)
1388

fi—L 41 1988 dus
1968

f—1

E |{L}l“
16588 E:1E

frioar . Ly ety 108
1968 |oe8

1987
10Ea

2t it

Gerton merkie ook nog op dat de
functie ffxh = 2 & aan alle eisen wal-
dhoet, maar, 2o schrijlt ki "k koa bl
bowijpon dat bt de enige functe was
i aan el woorschedl m de opgave
voldoel.” We hebben hderboven al la-
ten 2hen dat dif ook nbel waar k. Uit het
bowepnstsande bewijs kun jo echler

sarvondsy concludenen dat M) wal
volledig vastligt woor alle rationale x.

Gl Wim Oudshoorn, Heiloo, Vrije
Schoal, klas Ba, vond aen correct be-
wijs; de oplossingen van de wijl overi-
g irzendors waren onvolledsy Prigs-
winnaars zijn das Gerton Lunter on
Wim Cudshoorm

Titslag Ladderwedsirijd 19867
a1

Aan de Pythagors Clympiade hebben
e 260 janrgung 40 lozers mssp-
daan. Elks correcie oplossing leverde
1 pus op. Soms hebbon we halve

punlen wigedeald.

D pinduitslag is-

L Jercen Tupgelman =R <]

-3 Pister Rijken 8 p

a. Piat Bllckos B p

4. Michas] Cijpouw 8 p

5, Exrik Fledderus T'p

6-8. Wim Cudshaarn 8 p
Huge Fchasck 8 p
Jan Willsm Tiatrs I

B=10.  Laan Bum §p
Lecmard Lensink Ep

D pammers 1, 2 an 3 hobben eson
boskenbon van (5. — optvangen. 1D

Altijd een negenvoud

Td - 27
Ja 17 - 17 38
BT4 326 - 326 ET4

[EESSE e e} [TTETT e

Eun jo d8 verklaran?
Altijd een drievoud

(-2 %

(38 - 17} % .

(74 - 326 = o
(8165 - 4321) = 8589

D gredallen a, b en & vormen een rekenkandige rj.

Laaf wion data + b + ¢ son drievoud is.
28



Internationale
Wiskunde
Olympiade

D& 28a Internationale Wiskunde Olympiade werd mrq]..a:r gahnud.m
van 5 tot 15 juli in Havanna, Cuba. Het aantal dealnemers was groter
dan ool namels)l 237 uif 42 landen. 37 landen, waaronder Nederland,
waren vertegenwoordigd met het maximaal toegestane aantal van Tes
deelnamers. Do Nederlandse ploeg bestend uil de volgende deelne-
miers: Beyer Gerlagh (Driebergen), Bas wan den Houvel (Dordrecht),
Mark van Hoalj (Scmeren), Joris van der Hoeven (Amaterdam), Roel
Janssen (Kampen), Mare de Jong (Deventar).

Vijf wan hen bahaalden son prijs. Rosl Janesen een tweede prije, Reyes
Carlagh, Joris van der Hoeven, Mare de Jong en Mark van Hoeij sen
derde prijs.

Op twee achlersarvolgends dagen {10 en 11 juli) kregen de dealne-
mars 41 unr voor drie opgaven. De maximale score per opgave bedroeg
T punten. In vergelijking med voorgaande jaren was het santal deelne-
mers mel de maximale score van 42 punten uitzondeslijk hoog, namelifl
22. Zij kregen allen sen sersie prijs. Er waren 42 deolnemars (32 tot en
mat 41 punten) die een tweede prije kregen en 56 (18 tol en met 31
punten) bahaalden sen derde prijs. In hei afficieuze landenklassement
werd Ropmenid serste mat hot spectaculaire aantal van 250 punten,
West-Duitaland was tweads en Rusland derde. Nedarland lowam op de
l4e plaats met 146 punten.

Omder de sersto prijswinnaars was &én melspe, ult China. Er wasen naar
schalting masr ongevear 15 vronwhelifke deelnemers. Opvallend was de
deelname van een | 1-jarige jongen uit Australié, die 40 punten scoorde,
Dit jaar zal de Olympiade worden gebouden in Australié. In de jaren
1989 en 1580 zullen resp. West-Duitsland en China gastland zijn.

De Nederlandse ploeg

D heren drs. [ M. Hotenboom (530U Utrecht) an drs. [ G. M. Donkers
{TU Eindhowan)} waren de begelsiders van de Nederlandse ploeg en
hadden voor Nederland zitting in de internationale jury. Praf dr. H | A.
Dmipare, voorzitter van de Nederlandse Onderwijscommissie voor wis-
kunde, maakie dif jaar als waamemer deel uil van de Nederlandse dele-
gatie. De Nederlandss plosg was gesalecteerd wit de prijgwinnaars van
da Nederlandse Wiskunde Olympiade 1886, De voorbareiding op de
infernationabe Olympiade door middeal wan lesbrieven werd verzorgd
doar | Denkers.




Vijf leden van de Nedarlandse ploog hebben dit jaar hun eindexamen
van de middelbare school gedaan. De zeads, Joris van der Hoeven zal
hat volgend jaar sindexamen doen.

D scores van de Nederlandse deslnemars zijn als valgt:

Opgave 123468 bivtaal
Reyer Gerlagh 17T6T0 28
Bas van don Houvel 071070 15
Mark van Hoed) OO0T&TO 20
Joris wan der Hoewen TT1078 28
Foel Janssan I86TTO 3z
Marc de Jong 271870 23

Landenklassement van de [nternationales Wiskunde Olymplade

1987
1. Roemenid 250 22. Spanje al
2. West-Duitsland 248 23, Marokko Ba
3. Sovjet Unle &35 24, Cuba B3
4 Oost-Duaitsland 231 ZE. Belgié T4
5 USA 220 2B, lran 70
. Hongarije 218 7. Noorwegen &8
7. Bulgaripe 210 &8, Finland Ga
8. China 200 28, Colombia BB
8. Tsjechoslowalkije 182 20, Mongolié &7
10w Groot Brittannda 182 31. Polan (3) g
11. Vietnam 172 32, [sland (4) 45
12. Frankerijk 154 33, Cyprus 43
13, Costenrijk 180 34, Poru il
14. Medearland 148 38, Ieali@ (4) aB
15. Anstralii 143 38, Argentinid 28
16. Canacla 138 37, Koawelt ZB
17. Zwaden 134 3B. Luxemburg (1) 27
18, Jowgoslavis 132 38, Uruguay ar
18, Brazilsi 118 mH&m&{!ﬂ-] 17
20, Griekenland 111 41. Nicaragua 13
&1. Tarkije a4 42. Panama 7

Tenzij tussen haakjes achter de naam van het land anders vermedd, be-
stond alk team wit § dealnemers.




Opgaven
I. & pgik) het santal permutaties van de verzamaling |1,2...n| die precies & in-

]
. =nl
JLkpk=a

Opmarking: Ben permutatie [ van dé verzameling 5 B son dba-ddacubdlige &l-
belding wan 5 op sichrell. Een element in 5§ heet een invariant punt van de

pormalatio als {7 ~ L

L laeen scherphoslkige debshesk ABC sedjdi de bissecirice van hook A de zijde
BC in L on de omgeschreven cirioel van driehosk AFC in N on A. K is de pro-
joctis van L op AR en M is de projectls van L op AC
Bawijs dat de cppervlakien van de vierhosk AKNM ea de drishosk 480 ge-
lijle £5n.

3 Gegeven mijn resle getallen ay, xg... o, waarvoor geldt af + xf = . + 25= 1.
Barwij dat or o0t el peheal getal k met ko3 gehole gotallen oy, 8. 8, bee
staan, niet alle gelijk san 0, dée voor alle | voldoon san |8, | < & — 1. sodanig
dat gadds

b il T Tl

4. Bewij dat or geen fanctie  bestaat met ;NN zodanig dat woor alle rafuur-
lijlosr getallen o gueide

fifiny) = n + 1987 N = ,]....]

B ZHa son gehesl getal grobter dan of gelijk aas 3.

Bewijs dat er n penten in hed Euclidische viak bestaan die woldeen aan

(k) geon ankol deistal van de punien Bgt op één lijn

(i3} elk tweetal van deze punten heaflt een imationale sdstand,

[ i b opporvlakte vas sen drishoek bepaald door sen willskearig dristal
van dege panben is raticnsal

6. i m een geheel getal groter dan of gedijk aan 2.
Berwijs:
Rls k* + k + nooen priemgetal is voor alle gebole getallen i mt
0k o)/ i/l dan is kY o+ b 4+ posen priemgetsl voor alle gedale ge-
tallom ko met O Sk Cp o= L

lossingen verkrijgbaar bij Drs. | G. M. Donkers, Faculteit der Wis-
DF lul!urv:ﬂlu. mhhduﬂdur:hdlﬁh:ﬂmm?mhulm,
ﬁmmm{mm_
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Redactioneel

Zoals aangokondigd in pummar |, in dit pummer extra aandachi woor
twee heal bipondene mestkbunde-stellingen: de drie-koorden-stelling
on de vinderstelling. We geven nigt alleen gen bawijs voor doze
{raale stellingen, maar gaan cok aliveerig in op de (elementaine)
meetlunde die daarbij nodig is (zie het stakje "Verder de cude doos in'
op badzijde §).

Mt hot artikel "Halveren zonder schaalverdeling” lopen we al een
beetje wooruit op nummer 3. Dearin wordt aandacht besteed aan
en-linjaal-canstructies; mat name de frisectie (driedeling) van de hoelk.
Uitersard volgt in nommer 3 ook het aan het einde van Halveren zonder
schaalverdeling’ gevraagde bewijs.

Verder komen in hot volgende nummar de oplossingen van de opgaven
van de Tweeds Ronde van de Mederlandse Wiskunde Olymplacde 1987,

Ustgave ander toezicht van de Nederlandse Ondereijscommissie woor
Wiskunde.

Lay-gut: Klaas Lakgeman, Amsierdam.

Tekenwark: Hans van Kuylk, Amsterdam.

Fota's en andere dlustraties: Klsas Lakeman, Amsterdam (omsisg, blz 1,
2.8, 4,8, 6, 7.8 8, 10,11, 1Z, 13, 15, 20, 21, 22); Pater Bata (blz. 14);
Jan van de Craats, Oosterhout (NB) (blz. 16, 17, 18, 18, 23, 24, ZB, 28).

© VBBl Aedacte Pythageras - ALLE AECHTEN ¥OORBEHQUDIN, NADRUK OF WEER-
GAVE, GEHEEL OF QECFEELTELLIE, IN WELEE VORM DAN OOK, ZOMDER TOESTEM-
MIMG ¥YAN DE REDACTIE VERBODEM.
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