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Inleiding

Een kegelsnede ontstaat door het snijden van een kegel (of eigenlijk een dubbele kegel) met een plat vlak. Kegelsneden werden reeds 200 jaar v. Chr. bestudeerd door Apollonius van Perga. Zoek op het Internet wat informatie over het leven en het werk van Apollonius. 

Afhankelijk van hoe de kegel gesneden wordt, krijg je een andere kromme : een parabool, een ellips (met als bijzonder geval een cirkel) of een hyperbool. Dit zijn de ‘standaard’ kegelsneden. Daarnaast kan men ook twee rechten als doorsnede bekomen van de dubbele kegel met een plat vlak en de doorsnede kan ook een punt zijn. In deze beide gevallen spreekt men van een ontaarde kegelsnede. De cirkels vormen ongetwijfeld de meest bekende soort niet-ontaarde kegelsneden.
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Bron : http://nl.wikipedia.org/wiki/Kegelsnede

Monografie van de parabool

De verzameling punten van het vlak die op gelijke afstand liggen van een vaste rechte en een vast punt, noemt men een parabool.

De vaste rechte is de richtlijn van de parabool en het vast punt is het brandpunt van de parabool.

Wanneer we in het algemeen als brandpunt het punt F(p/2,0) kiezen en als richtlijn de rechte   f : x = -p/2, dan ligt het punt P(x,y) op gelijke afstand van F en p als 
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y²  = 2px.
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Op de bovenstaande figuur is F(2,0) het brandpunt en f : x = -2 de richtlijn. De punten P waarvoor de afstand tot F en tot f gelijk is, liggen op de parabool met als vergelijking y² = 8x.

De vergelijking van de raaklijn in een willekeurig punt (x1, y1) van de parabool y² = 2px is dan : 

y1y = p(x + x1).

Toon dit aan !

Hieruit volgt een constructiemethode voor de raaklijn. Je kan immers gemakkelijk narekenen dat de raaklijn  y1y = p(x + x1) de x-as snijdt in het punt  S(-x1,0) en dit is precies het spiegelbeeld van het punt P’(x1,0) ten opzichte van de oorsprong. 
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Men kan een parabool dus enerzijds construeren als een verzameling punten in het vlak die allemaal de eigenschap hebben dat de verhouding van de afstanden tot een vast punt en een vaste rechte gelijk is aan 1, maar anderzijds wordt een parabool ook uitgetekend door een verzameling rechten, nl. de raaklijnen in de punten van de parabool. Men spreekt dan van de omhullende kromme of kortweg de omhullende van die verzameling rechten.
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Constructie 1

Maak de onderstaande constructie met GeoGebra. Volg hierbij het overzicht van de constructiestappen.

Kan je verklaren waarom het punt P op gelijke afstand ligt van het punt F en de rechte f?

Kies dan voor de optie ‘spoor aan’ voor het punt P (via rechtsklikken op het punt P). Wanneer je nu het punt A versleept over de richtlijn f, zal het punt P de overeenkomstige parabool beschrijven.
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De middelloodlijn van het lijnstuk [AF] is precies de raaklijn in het punt P van de parabool. Toon dit aan!

Constructie 2

Construeer de parabool als de omhullende van de verzameling middelloodlijnen van het lijnstuk [AF], waarbij F(2,0) een vast punt is en A een veranderlijk punt op de rechte               f : x = -2. Zet nu voor de middelloodlijn  het ‘spoor aan’. Wanneer je dan A versleept over de rechte f, zal de middelloodlijn de parabool uittekenen.
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De raaklijn y1y = p(x + x1) in een willekeurig punt P(x1, y1) van de parabool y² = 2px snijdt de y-as in het punt T(0, y1/2). Toon dit aan! 

De rechte PT staat bovendien loodrecht op de rechte TF (waarbij F het brandpunt is van de parabool). Toon dit aan!

Constructie 3

Leg uit hoe je, steunend op de bovenstaande eigenschap, een parabool kunt construeren als de omhullende van een verzameling rechten die door een variabel punt A van de y-as gaan en loodrecht staan op het lijnstuk [AF], waarbij F een vast punt is op de x-as.

De onderstaande tekening kan hierbij als inspiratiebron dienen.
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Kan je nu deze constructie ook manueel op een blad papier uitvoeren met behulp van jouw geodriehoek?

Monografie van de ellips

De verzameling punten van het vlak waarvoor de som van de afstanden tot twee vaste punten constant is (en groter dan de afstand tussen die twee punten), noemt men een ellips.

De twee vaste punten zijn de brandpunten van de ellips.

Constructie 4

Maak de onderstaande constructie van een ellips met GeoGebra. 

De punten A(-3,0) en B(3,0) zijn de twee vaste punten. Het punt E kan verschuiven over het lijnstuk [CD] dat een lengte 10 heeft. De punten F en G zijn de snijpunten van de cirkel met middelpunt A en straal (CE( en de cirkel met middelpunt B en straal (ED(.

Door voor de punten F en G de optie ‘spoor aan’ te kiezen, wordt de ellips met als brandpunten A en B uitgetekend.

Deze ellips heeft als vergelijking  
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Constructie 5

Men kan een ellips ook bekijken als een ‘vervormde’ cirkel. Dit kan je aantonen door de  onderstaande constructiestappen te volgen.  

B is een variabel punt op de cirkel x² + y² = 25. De afstand d = (BC(van het B tot de x-as wordt vermenigvuldigd met de factor 0,8 en de cirkel wordt getekend met middelpunt C en straal 0,8d. D en E zijn de snijpunten van deze cirkel met de rechte BC. Zet voor deze punten het ‘spoor aan’ en versleep dan het punt B.
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In feite maken we hier gebruik van de coördinatentransformatie


[image: image18.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

=

y

5

4

'

y

x

'

x

 

en ontstaat op die manier de ellips met als vergelijking 
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Constructie 6

Maak met GeoGebra de onderstaande constructie van een ellips als de omhullende van een verzameling rechten en maak daarna ook dezelfde constructie manueel op een blad papier met behulp van jouw geodriehoek.

A is een variabel punt op de cirkel x² + y² = 25. F(3,0) is een vast punt binnen deze cirkel. De rechte d is de loodlijn in het punt A op het lijnstuk [AF]. Zet voor de rechte d het ‘spoor aan’. Wanneer A de cirkel doorloopt, wordt een ellips uitgetekend waarvan F een brandpunt is.

Formuleer de eigenschap van de raaklijnen aan een ellips die hier wordt gebruikt.

Kan je ook de vergelijking vinden van deze ellips?
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Monografie van de hyperbool

De verzameling punten van het vlak waarvoor de absolute waarde van het verschil van de afstanden tot twee vaste punten constant is (en kleiner dan het verschil van de afstand tussen die twee punten), noemt men een hyperbool.

De twee vaste punten zijn de brandpunten van de hyperbool.

Constructie 7

Voer de opeenvolgende constructiestappen uit die hieronder staan aangeduid. Verklaar daarna waarom de vier punten G, H, I en J een hyperbool uittekenen wanneer je het punt F versleept over het lijnstuk [DE].

Deze hyperbool heeft als vergelijking  
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Kan je ook de vergelijking opstellen van de twee schuine asymptoten van deze hyperbool?

Op de onderstaande tekening staat de hyperbool met beide schuine asymptoten getekend. De punten A en B zijn de brandpunten.
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Constructie 8

Maak met GeoGebra de onderstaande constructie van een hyperbool als de omhullende van een verzameling rechten en maak daarna ook dezelfde constructie manueel op een blad papier met behulp van jouw geodriehoek.

A is een variabel punt op de cirkel x² + y² = 14. F(5,0) is een vast punt buiten deze cirkel. De rechte d is de loodlijn in het punt A op het lijnstuk [AF]. Zet voor de rechte d het ‘spoor aan’. Wanneer A de cirkel doorloopt, wordt een hyperbool uitgetekend waarvan F een brandpunt is.

Formuleer de eigenschap van de raaklijnen aan een hyperbool die hier wordt gebruikt.
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